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Prictica de Estadistica con R 1

Introduccion a R y RKWard

Introduccion

La gran potencia de calculo alcanzada por los ordenadores ha convertido a los mismos en poderosas
herramientas al servicio de todas aquellas disciplinas que, como la estadistica, requieren manejar un gran
volumen de datos. Actualmente, practicamente nadie se plantea hacer un estudio estadistico serio sin la
ayuda de un buen programa de analisis estadistico.

R es un potente lenguaje de programacion que incluye multitud de funciones para la representacién
el andlisis de datos. Fue desarrollado por Robert Gentleman y Ross Thaka en la Universidad de Auckland
en Nueva Zelanda, aunque actualmente es mantenido por una enorme comunidad cientifica en todo el
mundo.

La ventajas de R frente a otros programas habituales de andlisis de datos, como pueden ser SPSS,

SAS,

SPlus, Matlab o Minitab, son multiples:

Es software libre y por tanto gratuito. Puede descargarse desde la web http://www.r-project.
org/.

Es multiplataforma. Existen versiones para Windows, Macintosh, Linux y otras plataformas.

Estd avalado y en constante desarrollo por una amplia comunidad cientifica que lo utiliza como
estandar para el analisis de datos.

Cuenta con multitud de paquetes para todo tipo de andlisis estadisticos y representaciones graficas,
desde los més habituales, hasta los mas novedosos y sofisticados que no incluyen otros progra-
mas. Los paquetes estdn organizados y documentados en un repositorio CRAN (Comprehensive R
Archive Network) desde donde pueden descargarse libremente. En Espafa hay una copia de este
repositorio en la web http://cran.es.r-project.org/.

Es programable, lo que permite que el usuario pueda crear facilmente sus propias funciones o
paquetes para andlisis de datos especificos.

Existen multitud de libros, manuales y tutoriales libres que permiten su aprendizaje e ilustran el
analisis estadistico de datos en distintas disciplinas cientificas como las matemaéticas, la fisica, la
biologia, la psicologia, la medicina, etc.

Por defecto el entorno de trabajo de R es en linea de comandos, lo que significa que los calculos y los
analisis se relizan mediante comandos o instrucciones que el usuario teclea en una ventana de texto. No
obstante, existen distintas interfaces graficas de usuario que facilitan su uso, sobre todo para usuarios
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noveles. La interfaz grafica que se utilizard para realizar estas practicas sera RK Ward, desarrollada por
Thomas Friedrichsmeier, junto al paquete rkTeaching especialmente desarrollado por el departamento
de Matematicas de la Universidad San Pablo CEU para la docencia de estadistica.

El objetivo de esta practica es introducir al alumno en la utilizacién de este programa, ensenandole
a realizar las operaciones basicas méas habituales de carga y manipulaciéon de datos.

2 Instalacion

2.1 Instalacion de R

Linux En la distribucién Debian y cualquiera de sus derivadas (Ubuntu, Kubuntu, etc.) basta con teclear
en la linea de comandos

> sudo apt-get install r-base-html r-cran-rcmdr r-cran-rodbc r-doc
-html r-recommended

Windows Descargar de http://cran.es.r-project.org/bin/windows/base/release.htm el progra-
ma de instalacién de R, ejecutarlo y seguir las instrucciones de instalacién.

2.2 Instalaciéon de la interfaz grafica RKWard y el paquete rkTeaching

La interfaz grafica de usuario RKWard puede descargarse desde la web http://rkward.sourceforge.
net/ donde se indican las instrucciones para instalarlo en cada plataforma.

Para Windows se recomienda seleccionar el paquete de instalacién completa que incorpora R, las
librerias graficas de KDE y el propio RKWard.

R dispone de una gran libreria de paquetes que incorporan nuevas funciones y procedimientos. En la
instalacién base de R vienen ya cargados los procedimientos y funciones para los andlisis més comunes,
pero en ocasiones, para otros analisis serd necesario cargar algin paquete adicional como por ejemplo
el paquete rkTeaching que incorpora un nuevo meni a RKWard con la mayoria de los andlisis que se
realizaran en estas practicas.

Para instalar el paquete rkTeaching, basta con arrancar R o RKWard y, en la consola de comandos
teclear el comando

> install.packages("rkTeaching", dependencies=TRUE)

La instalacion de cualquier otro paquete se realiza con el mismo comando, cambiando el nombre del
paquete por el deseado.

En RKWard, también puede instalarse desde la ventana de R mediante el menti Preferencias—Configurar
paquetes. Con esto aparecera una ventana donde se muestran los paquetes instalados localmente. Para
cargar un paquete instalado localmente basta son seleccionarlo y hacer click sobre el botén Cargar. En
esa misma ventana aparece una solapa Install/Update/Remove que permite instalar nuevos paquetes
desde un repositorio de R. Al hacer click sobre esta solapa se abrird una conexién a internet y apare-
cerd una ventana con los distintos repositorios disponibles. Normalmente seleccionaremos en mas cercano
geograficamente, en nuestro caso Spain(Madrid). Después aparecerd un lista de paquetes instalados y
nuevos. Para instalar un paquete nuevo basta con seleccionarlo y hacer click en el botén Aceptar. Una
vez instalado localmente, podra cargarse como se ha indicado antes.

3 Arranque

Como cualquier otra aplicaciéon de Windows, para arrancar el programa hay que hacer click sobre la
opcioén correspondiente del ment Inicio—Programas—RKWard, o bien sobre el icono de escritorio
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Al arrancar, aparece la ventana de bienvenida de RKWard (figura 1.1).

] encuesta.RData - rkward_welcome - RKWard AN S

Archive Editar Ver Espaciodetrabajo Ejecutar Data Analysis Plots Teaching Distributions Ventanas Preferencias Ayuda

B i [ Qorear | [ Guerder | a3 aves g Adelanee
2 =
2 En esta pagina:
& Welcome to RKWard
< Resumen
-g 0 Introduction to RKWard
Y| esumen Getting Started
: || This help page gives a rough overview of the most important parts of RKWard. General Information
By default, this page is shown each time RKWard is started. You can disable or For Developers

re-enable this behavior under Settings->Configure RKWard->General. Trouble Shooting

Missing something?

[T Archivos

Introduction to RKWard

RKWard is a GUI frontend and IDE toR, a powerful scripting language for statistical
computing. It aims to provide useful features both to experienced users of R,
wishing to exploit R's scripting capabilities, as well as to users new to R, looking for
an easy way to carry out statistical computation tasks.

Getting Started
Due to the large differences in prior knowledge of R, we provide two different

£

guides for getting started with RKWard. The first is aimed at users with some ~
= pitacora de comandos ConsoladeR [, Buscaren la ayuda .
Preparado. Jhome/alf/tmp/rkTeachingExtras/rkTeachingExtras presentacion/datos a (=)

Figura 1.1 — Interfaz grafica de usuario de RKWard.

La interfaz grafica de usuario RKWard consta de los siguientes elementos:

Barra de meniis. Contiene distintos ments con operaciones que pueden realizarse con R. Si se
ha instalado el paquete rkTeaching debe de aparecer el ment Teaching.

Barra de botones. Contiene botones para abrir, crear y guardar conjuntos de datos, espacios de
trabajo y guiones de comandos.

Ventana principal. Es la ventana central donde apareceran la ventana de introduccién de datos,
los resultados de los comandos ejecutados o de las bisquedas realizadas.

Espacio de trabajo. Es una ventana desplegable al hacer click sobre la solapa situada en el
lado izquierdo que contiene todos los elementos del espacio de trabajo de R. Entre estos elementos
aparecen los paquetes cargados, los conjuntos de datos y las variables que contienen los datos de
la sesién actual.

Bitacora de comandos Es una solapa desplegable situada en la parte inferior donde aparece un
registro de todas las acciones realizadas o comandos ejecutados en la sesién de trabajo actual. Cada
vez que se seleccione un menu que lleve asociado la ejecucién de algin comando, dicho comando
aparecera en esta ventana. Esto permite modificar facilmente los pardmetros del comando y volver
a ejecutarlo rapidamente sin necesidad de volver al ment.

Consola de R Es una solapa desplegable situada también en la parte inferior que da acceso
al intérprete de comandos de R. En esta ventana pueden teclearse y ejecutarse directamente los
comandos de R.

Buscar en la ayuda Es una solapa desplegable situada en la parte inferior que permite hacer
buisquedas sobre comandos de R o de algin paquete.

Mensajes. Es la linea de texto que aparece en la parte inferior, donde se muestra informacion
adicional sobre errores, advertencias u otra informacion auxiliar al ejecutar un comando, asi como
la ruta del espacio de trabajo activo.
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4 Tipos de datos y operadores aritméticos y logicos

En R existen distintos tipos de datos. Los més bésicos son:

Numeric : Es cualquier nimero decimal. Se utiliza el punto como separador de decimales. Por defecto,
cualquier niimero que se teclee tomard este tipo.

Integer : Es cualquier niimero entero. Para convertir un ntimero de tipo Numeric en un entero se utiliza
el comando as.integer()

Logical : Puede tomar cualquiera de los dos valores 16gicos TRUE (verdadero) o FALSE (falso).

Character : Es cualquier cadena de caracteres alfanuméricos. Deben introducirse entre comillas. Para
convertir cualquier nimero en una cadena de caracteres se utiliza el comando as.character().

Los valores de estos tipos de datos pueden operarse utilizando distintos operadores o funciones pre-
definidas para cada tipo de datos. Los méas habituales son:

Operadores aritméticos : + (suma), - (resta), * (producto), / (cociente), ~ (potencia).

Operadores de comparacién : > (mayor), < (menor), >= (mayor o igual), <= (menor o igual), ==
(igual), != (distinto).

Operadores 16gicos : & (conjuncién y), | (disyuncién o), ! (negacién no).

Funciones predefinidas : sqrt() (raiz cuadrada), abs() (valor absoluto), log() (logaritmo neperi-
ano), exp() (exponencial), sin() (seno), cos() (coseno), tan() (tangente).

Al evaluar las expresiones aritméticas existe un orden de prioridad entre los operadores de manera que
primero se evaluan las funciones predefinidas, luego las potencias, luego los productos y cocientes, luego
las sumas y restas, luego los operadores de comparacion, luego las negaciones, luego las conjunciones y

finalmente las disyunciones. Para forzar un orden de evaluacién distinto del predefinido se pueden usar
paréntesis. Por ejemplo

> 2°2+4/2

[1] 6

> (2°2+4)/2
[1] 4

> 2°(2+4/2)
[1] 16

> 2°(2+4)/2
[1] 32

> 2°((2+4)/2)
[1] 8

También es posible asignar valores a variables mediante el operador de asignacién =. Una vez definidas,
las variables pueden usarse en cualquier expresion aritmética o légica. Por ejemplo,

> x=2

> y=x+2
>y

[1] 4

> y>x

[1] TRUE
> xX>=y
[1] FALSE
> x==y-2
[1] TRUE
> x!=0 & !'y<x
[1] TRUE
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5 Introduccién y manipulacion de datos

Antes de realizar cualquier analisis de datos hay que introducir los datos que se quieren analizar.

5.1 Introduccién de datos en linea de comandos

Existen muchas formas de introducir datos en R pero aqui sélo veremos las més habituales. La forma
més rapida de introducir datos es usar la consola de R para crear un vector de datos mediante el comando
c(). Por ejemplo, para introducir las notas de 5 alumnos se debe teclear en la consola de R

> nota = ¢c(56.6,7.2,3.5,8.1,6.4)
Esto crea el vector nota con el que posteriormente se pueden realizar calculos como por ejemplo la media

> mean(nota)
[1] 6.16

Otra forma habitual de introducir los datos de una muestra es crear un conjunto de datos mediante
el comando data.frame(). Por ejemplo, para crear un conjunto de datos a partir de las notas anteriores,
hay que teclear

> curso = data.frame(nota)

Esto crea una matriz de datos en la que cada columna se corresponde con una variable y cada fila con un
individuo de la muestra. En el ejemplo la matriz curso sélo tendria una columna que se corresponderia
con las notas y 5 filas, cada una de ellas correspondiente a un alumno de la muestra. Es posible acceder
a las variables de un conjunto de datos con el operador dolar $. Por ejemplo, para acceder a las notas
hay que teclear

> curso$nota
[1] 5.6 7.2 3.5 8.1 6.4

Es facil anadir nuevas variables a un conjunto de datos, pero siempre deben tener el mismo tamano
muestral. Por ejemplo, para anadir una nueva variable con el grupo (mafiana o tarde) de los alumnos,
hay que teclear

> curso$grupo = c("m" nEnomgn g nmu)

Ahora el conjunto de datos curso tendria dos columnas, una para la nota y otra para el grupo de los
alumnos. Tecleando el nombre de cualquier objeto, se muestra su informacién:

> curso
nota grupo
5.6 m

g W N
w

2
.5
1
4

B B o o

Cuando se introducen datos se puede utilizar el c6digo NA (not available), para indicar la ausencia
del dato.

Las variables definidas en cada sesién de trabajo quedan almacenas en la memoria interna de R en lo
que se conoce como espacio de trabajo. Es posible obtener un listado de todos los objetos almacenados en
el espacio de trabajo mediante los comandos 1s(). Si se desea méas informacion, el comando 1s.str()
ademas de mostrar los objetos de la memoria indica sus tipos y sus valores.

> 1s ()

[1] "curso" "mota" "x" Tyt

> 1s.str ()

curso : ’data.frame’: 5 obs. of 2 variables:
$ nota : num 5.6 7.2 3.5 8.1 6.4
$ grupo: chr "m """t """t """
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nota num [1:5] 5.6 7.2 3.5 8.1 6.4
X num 2
y : num 4

Para eliminar un objeto de la memoria se utiliza el comando rm().

> 1s ()

[1] "curso" "mota" "x" ty
> rm(x,y)

> 1s ()

[1] "curso" "mnota"

5.2 Introduccién de datos en RKWard

RKWard dispone de una interfaz grafica para introducir los datos sin necesidad de saberse los co-
mandos anteriores. Para ello hay que ir al menu Archivo—Nuevo —Conjunto de datos. Con esto
aparecera una ventana donde hay que darle un nombre al conjunto de datos y tras esto aparece la ven-
tana de la figura 1.2 con una tabla en la que se pueden introducir los datos de la muestra. Al igual que
antes, cada variable debe introducirse en una columna y cada individuo en una fila.

L [Espacio de trabajo sin nombre] - curso - RKWard e
Archivo Editar Ver Espaciodetrabajo Ejecutar Data Analysis Plots Teaching Distributions Ventanas Preferencias Ayuda
= Abrir . E‘? Crear . H Guardar . ;‘:"'I: Cortar L!___Ll Copiar E’:}I Pegar ﬁ Pegar dentro de la seleccion ﬁ Pegar dentro de la tabla

[5 rkward_welcome QH 4l curso Q| ]

| 1 : i E 3 : 4 E 5

* #Nueva variables

|Nornhre nota

Espacio de trabajo

Etiqueta | Nota final

|9r||pn

| Grupo de clase

var2

|var3

vard

I

Tipa | Number

| Factor

Number

Number

[} Archivos |
:
g

| ma, 2t

73 el

e
5.6 |m

?.2|t

35|t

81 |m

|
6.4im

= Biscors de comandos (B Consolade [5, Buscar e aayuda

Figura 1.2 — Ventana de introduccién de datos

Haciendo click en las casillas de la cabecera cada fila es posible cambiar el nombre de la variable,
ponerle una etiqueta, su tipo, su formato y los niveles en caso de tratarse de un factor o variable categérica.
Los nombres de variables deben comenzar con una letra o un punto y pueden contener cualquier letra,
punto, subrayado (_) o ndmero. En particular, no se pueden utilizar espacios en blanco. Ademds, R es
distingue entre mayusculas y minusculas.

Una vez definida la variable, para introducir los datos basta con teclearlos en las casillas que aparecen
més abajo en la misma columna.

R permite definir méds de un conjunto de datos en un mismo espacio de trabajo.

Los objetos definidos en el espacio de trabajo pueden verse haciendo click en la solapa Espacio de
trabajo. Para editar una variable o un conjunto de datos basta con hacer doble click sobre él. También
puede obtenerse un resumen como el que se muestra en la figura 1.3 haciendo click en el botén derecho
y seleccionando ver en el mentd contextual que aparece.
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o (5= ._[Espado de trabajo sin nombre] - Visor de objeto: nota —RKWard ) (@‘
Archivo  Editar  Ver Espaciodetrzbajo Fjecutar Data Analysis Plots Teaching Distributions  Ventanas Preferencias  Ayuda

curso

ket nota  Notafinal  Number | Min. 1st Qu. Median  Mean 3rd Qu.  Max.
I¢l grupo Grupodedase  Factor 3.50 5.60 6.40 6.16  7.20  8.10
=% var2 Number

=%1 var3 Number

=%1 vard Number

Figura 1.3 — Ventana de resumen descriptivo de un conjunto de datos

5.3 Ponderacion de datos

Cuando una variable o un conjunto de datos tiene unos pocos valores que se repiten mucho, en
lugar de teclearlos es més rapido indicar los valores y ponderarlos por sus frecuencias. Para ello se
utiliza el meni Teaching—Datos—Ponerar datos. Al seleccionarlo aparece una ventana donde hay
que seleccionar el conjunto de datos a ponderar, la variable numérica de dicho conjunto de datos que
contiene las frecuencias de ponderacion, e indicar un nombre para el nuevo conjunto de datos. Por
ejemplo, si en una clase hay 20 chicas y 30 chicos, se puede crear un conjunto de datos con la variables

sexo y frequencia, tal y como se muestra en la figura 1.4, y después llamar al ment de ponderacién con
los datos que aparencen la figura 1.5.

= \ [Espacio de trabajo sin nombre] - clase —RKWard &ie &
Abri Gusrder | Cortar [ Copiar[[7 Pecar | BE pegar centro detaseleccion [ pegar dentro dslatabla

Frecuencia

mujer#,#hom...

Figura 1.4 — Conjunto de datos preparado para ser ponderado
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o Ponderar conjunto de datos 2l )
seleccionar variable Conjunto de datos a ponderar : Enviar
_b{nrnt?re w | Etiqueta E Jﬁ clase Cerrar
v—|# clase . -
31 frecuencia Frecuencias de ponderacion | Carrar autom.
&
2 8l sexo 4 frecuencia
>~ curso — T
Guardar conjunto de datos =
Objeto padre: .GlobalEnv Cambiar 'M
fciase.nonderada
Al ] ¢ 3 |\ isebreescribir | Codigo I

Figura 1.5 — Ventana de ponderacién de datos

5.4 Guardar datos

Una vez introducidos los datos, conviene guardarlos en un fichero para no tener que volver a intro-
ducirlos en futuras sesiones. Para guardar los conjunto de datos definidos en el espacio de trabajo, se
utiliza el ment Espacio de trabajo—Guardar espacio de trabajo. Con esto aparece una ventana
donde hay que darle un nombre al fichero y seleccionar la carpeta donde se guardara. Los conjuntos de
datos se guardan siempre en ficheros de R con extension rda o rData.

También es posible guardar los datos en un fichero de texto plano mediante el menti Archivo—Exportar—Export
tabular data. Tras esto aparece una ventana donde hay que seleccionar el conjunto de datos a exportar,
darle un nombre al fichero de texto y seleccionar la carpeta donde se guardard. Esta ventana contiene
también solapas donde se puede indicar entre otras cosas si incluir los nombres de las variables o no, el
separador de decimales o el separador de los datos, que puede ser un espacio, tabuladores, comas u otro
caracter.

5.5 Abrir datos

Si los datos con los que se pretende trabajar ya estan guardados en un fichero de R, entonces tendremos
que abrir dicho fichero. Para ello se utiliza el Espacio de trabajo—Abrir espacio de trabajo y en
la ventana que aparece se selecciona el fichero que se desea abrir. Autométicamente se cargard el conjunto
de datos del fichero y pasara a ser el conjunto de datos activo.

También es posible cargar datos de ficheros con otros formatos, como por ejemplo un fichero de
texto. Para ello se utiliza el menti Archivo—Importar—Importar datos y en la ventana que aparece
se selecciona el fichero de texto que se desea abrir y en el cuadro desplegable del formato de archivo se
debes seleccionar Text. Después aparecera una ventana donde habra que darle un nombre al conjunto

de datos y seleccionar el tipo de separador y si los nombres de las variables aparecen en la primera linea
del fichero.

5.6 Eliminacién de datos

Para eliminar una variable del conjunto de datos primero hay que editar el conjunto de datos, y
después, en la ventana de edicién de datos, hay que hacer click con el botén derecho del ratén sobre la
cabecera de la columna correspondiente y seleccionar en el ment contextual que aparece Borrar esta
variable.

Para eliminar individuos del conjunto de datos que hacer click con el botén derecho del ratén sobre la
cabecera de la fila correspondiente y seleccionar en el meni contextual que aparece Borrar esta fila.

En la ventana del espacio de trabajo también es posible borrar cualquier objeto del espacio de trabajo
de R haciendo click con el botén derecho del ratén sobre él y seleccionando el mentd Eliminar.
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6 Transformacién de datos

A menudo en los andlisis hay que realizar transformaciones en los datos originales. A continuacién se
presentan las transformaciones mas habituales.

6.1 Filtrado de datos

Cuando se desea realizar un andlisis con un subconjunto de individuos del conjunto de datos activo
que cumplen una determinada condicién es posible filtrar el conjunto de datos para quedarse con esos
individuos. Para ello se utiliza el meni Teaching—Datos—Filtrar. Con esto aparece un cuadro de
didlogo en el que hay que seleccionar el conjunto de datos que se desea filtrar, y en el cuadro de texto
Condicién de seleccién indicar la condicién légica que tienen que cumplir los individuos seleccionados.
También hay que indicar el nombre del nuevo conjunto de datos. Por ejemplo, para seleccionar los
alumnos del grupo de la manana habria que indicar la condicién grupo==’’m’’ tal y como se muestra
en la figura 1.6.

[ o Filtrado de Datos g G
Seleccionar conjunto de datos Conjunto de datos Enviar
Nombre ~  Etiqueta iie || 4 ) o —_—
: j’ E:‘::: Condicion de seleccion v CEI“ﬁl; autom.
grupo=="m’
Guardar nuevo conjuntao de datos | Ayuda
\Objeto padre: .GlobalEnv Cambiar || Usar el asistente |
:I curso.manana Il
t , <5 | sobreescrbi o |

Figura 1.6 — Ventana de filtrado de datos.

6.2 Calculo de variables

Para calcular una nueva variable a partir de otras ya existentes en el espacio de trabajo de R se
utiliza el ment Teaching—Datos—Calcular variable. Con esto aparece un cuadro de didlogo en el
que hay que introducir la expresion a partir de la que se calculara la nueva variable en el cuadro de
texto Expresion de calculo, e indicar el nombre de la nueva variable. La expresién de cdlculo puede
ser cualquier expresién aritmética o légica de R, en las que pueden utilizarse cualquiera de las variables
del espacio de trabajo de R. Por ejemplo, para eliminar los decimales de la variable nota podria crearse
una nueva variable puntuacion multiplicando por 10 las notas, tal y como se muestra en la figura 1.7.

o Cilculo de variable ¥ )
Espacio de trabajo Expresion de calculo Eviar
— ppn 7 8 .
| Nombre » | Etiqueta T“I‘. nota*10 Cerrar
%1 nota Ni
i & grupo Fa Guardar nueva variable ! Cerrar autom.
v— & curso o
Sl Nota final pi| ||Obieto padre: curso | Cambiar ||| Ayuda
2 . |
—Iel grupo Grupodeclase  Fas| puntuacion | Usar el asistente
>~ A dase v ||[——=
2 ] )< > 1= Sebreescribir | (_édigo |

Figura 1.7 — Ventana de célculo de nuevas variables.

6.3 Recodificacion de variables

Otra transformacion habitual es la recodificacion de variables que permite transformar los valores de
una variable de acuerdo a un conjunto de reglas de reescritura. Normalmente se utiliza para convertir
una variable numérica en una variable categérica que pueda usarse como un factor.
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Para recodificar una variable se utiliza el meni Teaching—Datos—Recodificar variable. Con
esto aparece una ventana en la que hay que seleccionar la variable que se desea recodificar, indicar el
nombre de la nueva variable recodificada e introducir las reglas de recodificacién en el cuadro de texto
Reglas de recodificacién. Las reglas de recodificacion siempre siguen la sintaxis valor o rango de

valores = nuevo valor y pueden introducirse tantas reglas como se desee, cada una en una linea. Al
lado izquierdo de la igualdad puede introducirse un tnico valor, varios valores separados por comas, o un
rango de valores indicando el limite inferior y el limite superior del intervalo separados por el operador
:. A la hora de definir el limite inferior puede utilizarse la palabra clave lo para referirse al menor de los
valores de la muestra y hi para referirse al mayor de los valores. Por ejemplo, para recodificar la variable
nota en categorias correspondientes a las calificaciones ([0-5) Suspenso, [5,7) Aprobado, [7,9) Notable y
[9,10] Sobresaliente), habria que introducir las reglas que se muestran en la figura 1.8.

o Recodificar variable e L
Seleccionar variable Variable a recodificar ! Enviar
Nombre ~ Etiqueta i 4 pesse Corfar

v— & curso e —

Reglas de recodificacion

»*1 puntuacion Puntuacion final | Cerrar autom,
71 nota Nota final | lo:4.99 = "55"
1% grupo Crupodeclase || 5:6.99 = "AP" ‘

| 7:8.99="NT"

9:hi="58" Ayuda

Usar el asistente |

Guardar nueva variable
Objeto padre: curse | Cambiar |
calificacion
LH

a1 ] » | Convertir en factor Cadigo J

Figura 1.8 — Ventana de recodificaciéon de variables

7 Manipulacion de ficheros de resultados

7.1 Guardar los resultados

Cada vez que se ejecuta un comando de R, bien en la consola de comandos o a través de un men, el
comando ejecutado y su salida quedan registrados en la bitdcora de comandos. Sin embargo, esta salida
es en texto plano sin formato por lo que muchos de los procedimientos recogidos en los ments producen
ademds una salida mucho mas comprensible en formato HTML en la ventana de resultados.

Para guardar el contenido de la ventana de resultados en un fichero se utiliza el ment Archivo—Exportar
pégina como HTML. Con esto aparece un cuadro de didlogo en el que hay que indicar el nombre del fichero
y la carpeta donde se desea guardar. El fichero resultante esta en formato HTML por lo que se podra vi-
sualizar con cualquier navegador web.

7.2 Limpiar la ventana de resultados

La vetana de resultados va acumulando todas las salidas de los andlisis realizados en cada sesién de
trabajo. Para no mezclar los resultados de estudios distintos, conviene limpiar la ventana de resultados
cada vez que se empiece un estudio nuevo. Para ello hay que seleccionar el mend Edicién—Limpiar
salida.
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8 Manipulacién de guiones de comandos

8.1 Creacién de un guién de comandos

RKWard también incorpora un entorno de desarrollo para programadores de R que permite crear
guiones de comandos que pueden ejecutarse todos seguidos. Esta opcién es muy interesante para repe-
tir andalisis o automatizar tareas repetitivas. Para crear un guién de comandos hay que seleccionar el
menui Archivo—Nuevo—Archivo de guiones. Con esto aparecerd una venta como la que aparece en la
figura 1.9 donde se podréan teclecar los comandos de R para después ejecutarlos uno a uno o en bloque.

oM Recodificar variable RN
Seleccionar variable Variable a recodificar ! Enviar
Norqbre Etiqueta : _‘_ ks T
v 18 aimo Reglas de recodificacion ; )
1 puntuacion  Puntuacion final 2 | Cerrar autom.
21 nota Nota final | lo:4.99 ="55"
& grupo Grupo de clase || 5:6.99="AP"
i ?:8‘_99 ="NT"
9:hi="58 Ayuda
| Usarel asistente |
Guardar nueva variable T
Objeto padre: curso | Cambiar |
calificacion
< ] » |+ Convertir en factor | Codigo |

Figura 1.9 — Ventana de edicién de guiones de comandos

8.2 Guardar un guién de comandos

Los guiones de comandos también pueden guardarse en un fichero de texto plano mediante el
menui Archivo—Guardar guién e indicando el nombre del fichero y la carpeta donde se guardara en el
cuadro de didlo que aparece.

8.3 Abrir un guién de comandos

Para abrir un fichero con un guién de comandos se utiliza el mend Archivo—Abrir archivo de
guiones de Ry después seleccionar el fichero que se desea abrir en el cuadro de didlogo que aparece.

9 Ayuda

Otra de las ventajas de R es que tiene un sistema de ayuda muy documentado. Es posible conseguir
ayuda sobre cualquier funcién, prodecimiento o paquete simplemente tecleando el comando help(). Por
ejemplo, para obtener ayuda sobre el comando mean se teclearia

> help("mean")

y con esto aparecerd una ventana de ayuda donde se describe la funcién y también aparecen ejemplos
que ilustran su uso. Si no se conoce exactamente el nombre de la funcién o comando, se puede hacer
una busqueda aproximada con el comando help.search(). Por emplo, si no se recuerda el nombre de
la funcién logaritmica, se podria teclear

> help("logarithm")

y con esto aparecerd una ventana con todos los ficheros de ayuda que contienen la palabra logarithm.
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Finalmente, también es posible invocar la ayuda general de R en RKWard con el meni Ayuda—Ayuda
de R con lo que aparecerd una péagina web desde donde podremos navegar a la informacién deseada.
También es posible buscar ayuda sobre un comando concreto en el meni Ayuda—Buscar en la ayuda
de R.

Para mas informacién sobre R se recomienda visitar la pagina http://www.r-project.org/, y para
mas informaciéon sobre RKWard se recomienda visitar la pagina http://rkward.sourceforge.net/.
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10 Ejercicios resueltos

1. Crear un conjunto de datos con los datos de la siguiente muestra y guardarlo con el nombre colesterol.rda

Nombre Sexo | Peso | Altura | Colesterol
José Luis Martinez Izquierdo H 85 179 182
Rosa Diaz Diaz M 65 173 232
Javier Garcia Sanchez H 71 181 191
Carmen Lépez Pinzén M 65 170 200
Marisa Lépez Collado M 51 158 148
Antonio Ruiz Cruz H 66 174 249

Indicacién
Para crear el conjunto de datos:

a) Seleccionar el meni Archivo—Nuevo—Conjunto de datos.

b) En el cuadro de didlogo que aparece introducir el nombre del conjunto de datos colesterol y hacer click en el
botén Aceptar.

¢) En la ventana del editor de datos hay que definir una variable en cada columna introduciendo su nombre y
tipo en las casillas de la cabecera de cada columna.

d) Una vez definidas las variables hay que introducir los datos de cada variable en la columna correspondiente.
Para guardar los datos:
a) Selecionar el menud Espacio de trabajo—Guardar espacio de trabajo.

b) En el cuadro de didlogo que aparece hay que darle un nombre al fichero, seleccionar la carpeta donde guardarlo
y hacer click en el botén Aceptar.

2. Abrir el fichero creado en el ejercicio anterior y realizar las siguientes operaciones:

a) Insertar una nueva variable Edad con las edades de todos los individuos de la muestra.

Nombre Edad
José Luis Martinez Izquierdo 18
Rosa Diaz Diaz 32
Javier Garcia Sanchez 24
Carmen Lépez Pinzén 35
Marisa Lépez Collado 46
Antonio Ruiz Cruz 68

Indicacién
Para abrir el conjunto de datos del ejercicio anterior:
1) Seleccionar el ment Espacio de trabajo—Abrir espacio de trabajo.

2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la carpeta donde se encuentra el fichero con los datos del
ejercicio anterior, seleccionar el fichero y hacer click en el botén Aceptar.

Para insertar la variable Edad:
1) Hacer click en la solapa Espacio de trabajo.
2) En la ventana del espacio de trabajo doble click sobre el conjunto de datos colesterol.

3) En la ventana del editor de datos introducir el nombre de la variable edad y su tipo en las casillas de la
cabecera de una nueva columna vacia, e introducir los datos de las edades en las celdas de mas abajo.

b) Insertar un nuevo individuo con siguientes datos

Nombre: Cristébal Campos Ruiz.
Edad: 44 anos.

Sexo: Hombre.

Peso: 70 Kg.

Altura: 178 cm.

Colesterol: 220 mg/dl.
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Indicacién
1) En la ventana del editor de datos introducir los datos de del nuevo individuo en la primera fila vacia.

¢) Crear una nueva variable donde se calcule el indice de masa corporal de cada paciente mediante
la formula:
Peso (en Kg)

imc= ————=
Altura (en mt)®
Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Datos—Calcular variable.
2) En el cuadro de didlogo que aparece introducir la férmula para calcular el indice de masa corporal en el
campo Expresién de céalculo.
3) En el cuadro Guardar nueva variable hacer click sobre el botén Cambiar.

4) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar como objeto padre la el conjunto de datos colesterol y
hacer click sobre el botén Aceptar.
5) Introducir el nombre de la nueva variable imc y hacer click sobre el botén Aceptar.

d) Recodificar el indice de masa corporal en una nueva variable de acuerdo a las siguientes categorias:

Menor de 18,5 Bajo peso
De 18,5 a 24,5 Saludable
De 24,5 a 30 Sobrepeso
Mayor de 30 Obeso

Indicacién
1) Selecionar el ment Teaching—Datos—Recodificar variable.
2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar como variable a recodificar la variable imc.

3) Introducir las reglas de recodificacién en el campo Reglas de recodificacién:

10:18.5 = "Bajo peso"
18.5:24.5 = "Saludable"
24.5:30 = "Sobrepeso"

30:hi = "Obeso"
4) En el cuadro Guardar nueva variable hacer click sobre el botén Cambiar.

5) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar como objeto padre la el conjunto de datos colesterol y
hacer click sobre el botén Aceptar.

6) Introducir el nombre de la nueva variable obesidad y hacer click sobre el botén Aceptar.

e) Filtrar el conjunto de datos para obtener un nuevo conjunto de datos con los datos de los
hombres
Indicacién

1) Selecionar el meni Teaching—Datos—Filtrar.

2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar como conjunto de datos colesterol.
3) En el campo Condicién de seleccién introducir la condicién sexo=="H".
4) Introducir el nombre del nuevo conjunto de datos colesterol.hombres y hacer click sobre el botén Aceptar.
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Prictica de Estadistica con R 2

Distribuciones de Frecuencias

y Representaciones Graficas

1 Fundamentos teoricos

Uno de los primeros pasos en cualquier estudio estadistico es el resumen y la descripcién de la
informacién contenida en una muestra. Para ello se van a aplicar algunos métodos de andlisis descriptivo,
que nos permitirdn clasificar y estructurar la informacion al igual que representarla graficamente.

Las caracteristicas que estudiamos pueden ser o no susceptibles de medida; en este sentido definiremos
una variable como un carédcter susceptible de ser medido, es decir, cuantitativo y cuantificable mediante
la observacién, (por ejemplo el peso de las personas, la edad, etc...), y definiremos un atributo como
un cardcter no susceptible de ser medido, y en consecuencia observable tan sélo cualitativamente (por
ejemplo el color de ojos, estado de un paciente, etc...). Se llaman modalidades a las posibles observaciones
de un atributo.

Dentro de los atributos, podemos hablar de atributos ordinales, los que presentan algin tipo de orden
entre las distintas modalidades, y de atributos nominales, en los que no existe ningin orden entre ellas.

Dentro de las variables podemos diferenciar entre discretas, si sus valores posibles son valores aislados,
y continuas, si pueden tomar cualquier valor dentro de un intervalo.

En algunos textos no se emplea el término atributo y se denominan a todos los caracteres variables. En
ese caso se distinguen wariables cuantitativas para designar las que aqui hemos definido como wvariables,
y variables cualitativas para las que aqui se han llamado atributos. En lo sucesivo se aplicara este criterio
para simplificar la exposicion.

1.1 CAlculo de Frecuencias

Para estudiar cualquier caracteristica, lo primero que deberemos hacer es un recuento de las obser-
vaciones, y el nimero de repeticiones de éstas. Para cada valor z; de la muestra se define:

Frecuencia absoluta Es el nimero de veces que aparece cada uno de los valores x; y se denota por n;.

Frecuencia relativa Es el namero de veces que aparece cada valor x; dividido entre el tamano muestral
y se denota por f;

Generalmente las frecuencias relativas se multiplican por 100 para que representen el tanto por
ciento.

En el caso de que exista un orden entre los valores de la variable, a veces nos interesa no sélo conocer
el nimero de veces que se repite un determinado valor, sino también el nimero de veces que aparece
dicho valor y todos los menores. A este tipo de frecuencias se le denomina frecuencias acumuladas.

Frecuencia absoluta acumulada Es la suma de las frecuencias absolutas de los valores menores que
x; mas la frecuencia absoluta de x;, y se denota por IN;

sznl—l-ng—l-—{—nl
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Frecuencia relativa acumulada Es la suma de las frecuencias relativas de los valores menores que x;
maés la frecuencia relativa de z;, y se denota por F;

Fi=fi+fo+...+f;

Los resultados de las observaciones de los valores de una variable estadistica en una muestra suelen
representarse en forma de tabla. En la primera columna se representan los valores x; de la variable coloca-
dos en orden creciente, y en la siguiente columna los valores de las frecuencias absolutas correspondientes
;.

Podemos completar la tabla con otras columnas, correspondientes a las frecuencias relativas, f;, y a
las frecuencias acumuladas, N; y F;. Al conjunto de los valores de la variable observados en la muestra
junto con sus frecuencias se le conoce como distribucion de frecuencias muestral.

Ejemplo En una encuesta a 25 matrimonios, sobre el ntimero de hijos que tienen, se obtienen los
siguientes datos:

1,2,4,2,2,2,3,2,1,1,0,2,2,0,2,2,1,2,2,3,1,2,2, 1, 2.

Los valores distintos de la variable son: 0, 1, 2, 3 y 4. Asi la tabla sera:

z; | Recuento n;

0 |1II

1 | ITIII I 6

2 | IIIIT IIIIT IIII | 14
3|11

4 |1 1

La distribucién de las frecuencias quedaria:
T; n; | fi |Ni| F;
0 2 10,08]| 2 |0,08
1 6 ({024 8 |0,32
2 14 | 0,56 | 22 | 0,88
3 0,08 | 24 | 0,96
4 [ 1]004]25] 1
Suma | 25 1

Cuando el tamano de la muestra es grande en el caso de variables discretas con muchos valores
distintos de la variable, y en cualquier caso si se trata de variables continuas, se agrupan las observaciones
en clases, que son intervalos contiguos, preferiblemente de la misma amplitud.

Para decidir el numero de clases a considerar, una regla frecuentemente utilizada es tomar el entero
més préximo a y/n donde n es el nimero de observaciones en la muestra. Pero conviene probar con
distintos ntimeros de clases y escoger el que proporcione una descripcién més clara. Asi se prefijan los
intervalos (a;—1,a;],i = 1,2,...,l siendo a = ap < a1 < ... < a; = b de tal modo que todos los
valores observados estén dentro del intervalo (a,b], y sin que exista ambigiiedad a la hora de decidir a
qué intervalo pertenece cada dato.

Llamaremos marca de clase al punto medio de cada intervalo. Asi la marca de la clase (a;—1,a;] es
el punto medio z; de dicha clase, es decir

i1ty
Ti= g
En el tratamiento estadistico de los datos agrupados, todos los valores que estan en una misma clase
se consideran iguales a la marca de la clase. De esta manera si en la clase (a;—1,a;] hay n; valores
observados, se puede asociar la marca de la clase z; con esta frecuencia n;.

1.2 Representaciones Graficas

Hemos visto que la tabla estadistica resume los datos de una muestra, de forma que ésta se puede
analizar de una manera mas sistemdtica y resumida. Para conseguir una percepcion visual de las carac-
teristicas de la poblacién resulta muy util el uso de graficas y diagramas. Dependiendo del tipo de variable
y de si trabajamos con datos agrupados o no, se utilizaran distintos tipos.
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Diagrama de barras y poligono de frecuencias

Consiste en representar sobre el eje de abscisas de un sistema de ejes coordenados los distintos
valores de la variable X, y levantar sobre cada uno de esos puntos una barra cuya altura sea igual a
la frecuencia absoluta o relativa correspondiente a ese valor, tal y como se muestra en la figura 2.1(a).
Esta representacion se utiliza para distribuciones de frecuencias con pocos valores distintos de la variable,
tanto cuantitativas como cualitativas, y en este ultimo caso se suele representar con rectangulos de altura
igual a la frecuencia de cada modalidad.

En el caso de variables cuantitativas se puede representar también el diagrama de barras de las
frecuencias acumuladas, tal y como se muestra en la figura 2.1(b).

Otra representacion habitual es el poligono de frecuencias que consiste en la linea poligonal cuyos
vertices son los puntos (z;,n;), tal y como se ve en la figura 2.1(c), y si en vez de considerar las frecuen-
cias absolutas o relativas se consideran las absolutas o relativas acumuladas, se obtiene el poligono de
frecuencias acumuladas, como se ve en la figura 2.1(d).

]
—
< ]
N
S
o -
© -
o .
1o -
~
o - -- -J
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Numero de hijos Niimero de hijos

25

15

Frecuencia absoluta n;
10
1

Frecuencia absoluta acumulada N;

(a) Diagrama de barras de frecuencias absolutas. (b) Diagrama de barras de frecuencias absolutas acu-
muladas.

Frecuencia absoluta n;
Frecuencia absoluta acumulada N;

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Numero de hijos Numero de hijos
(c) Poligono de frecuencias absolutas. (d) Poligono de frecuencias absolutas acumuladas

Figura 2.1 — Diagramas de barras y poligonos asociados para datos no agrupados.
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Histogramas

Este tipo de representaciones se utiliza en variables continuas y en variables discretas en que se ha
realizado una agrupacién de las observaciones en clases. Un histograma es un conjunto de rectdngulos,
cuyas bases son los intervalos de clase (a;—1, a;] sobre el eje OX y su altura la correspondiente frecuencia
absoluta , relativa, absoluta acumulada, o relativa acumulada, tal y como se muestra en la figuras 2.2(a)
y 2.2(b).

Si unimos los puntos medios de las bases superiores de los rectangulos del histograma, se obtiene el
poligono de frecuencias correspondiente a datos agrupados (figura 2.2(c)).

El poligono de frecuencias también se puede utilizar para representar las frecuencias acumuladas,
tanto absolutas como relativas. En este caso la linea poligonal se traza uniendo los extremos derechos de
las bases superiores de los rectangulos del histograma de frecuencias acumuladas, en lugar de los puntos
centrales (figura 2.2(d)).

Frecuencia absoluta n;
Frecuencia absoluta acumulada N;

150 160 170 180 190 200 150 160 170 180 190 200

Estatura Estatura

(a) Histograma de frecuencias absolutas. (b) Histograma de frecuencias absolutas acumu-
ladas.

Frecuencia absoluta n;
Frecuencia absoluta acumulada N;

150 160 170 180 190 200 150 160 170 180 190 200
Estatura Estatura
(c) Poligono de frecuencias absolutas. (d) Poligono de frecuencias absolutas acumuladas

Figura 2.2 — Histograma y poligonos asociados para datos agrupados.

Para variables cualitativas y cuantitativas discretas también se pueden usar las superficies represen-
tativas; de éstas, las mas empleadas son los sectores circulares.
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Sectores circulares o diagrama de sectores

Es una representacién en la que un circulo se divide en sectores, de forma que los dngulos, y por tanto
las areas respectivas, sean proporcionales a la frecuencia.

Ejemplo Se estd haciendo un estudio en una poblacién del grupo sanguineo de sus ciudadanos. Para
ello disponemos de una muestra de 30 personas, con los siguientes resultados: 5 personas con grupo 0,
14 con grupo A, 8 con grupo B y 3 con grupo AB. El el diagrama de sectores de frecuencias relativas
correspondiente aparece en la figura 2.3.

Distribucién del grupo sanguineo

grupo A 47%
grupo 0 16 %

grupo B 27%
grupo AB 10%

Figura 2.3 — Diagrama de sectores de frecuencias relativas del grupo sanguineo.

Diagrama de cajas y datos atipicos

Los datos extremadamente altos o bajos, en comparacion con los del resto de la muestra, reciben el
nombre de datos influyentes o datos atipicos. Tales datos que, como su propio nombre indica, pueden
modificar las conclusiones de un estudio, deben ser considerados atentamente antes de aceptarlos, pues
no pocas veces podran ser, simplemente, datos erréneos. La representacién grafica més apropiada para
detectar estos datos es el diagrama de cajas. Este diagrama estd formado por una caja que contiene el
50% de los datos centrales de la distribucién, y unos segmentos que salen de la caja, que indican los
limites a partir de los cuales los datos se consideran atipicos. En la figura 2.4 se puede observar un
ejemplo en el que aparecen dos datos atipicos.
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Diagrama de caja y bigotes del peso de recien nacidos

Qo Qo
2 =
E E
= =
Q Q
3 =
A =
o |-———-4 | t-——-- °
C; Cy Cs
1 1 1 1 1 1
2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5
Peso (Kg)

Figura 2.4 — Diagrama de cajas para una muestra de recién nacidos. Existen dos nifios con pesos
atipicos, uno con peso extremadamente bajo 1,9 kg, y otro con peso extremadamente alto 4,3 kg.
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2 Ejercicios resueltos

1. En una encuesta a 25 matrimonios sobre el nimero de hijos que tenian se obtuvieron los siguientes
datos:

1,2,4,2,2,2,3,2,1,1,0,2,2,0,2,2,1,2,2,3,1,2,2, 1, 2

Se pide:

a) Crear un conjunto de datos con la variable hijos e introducir los datos.
b) Construir la tabla de frecuencias.
Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Distribucién de frecuencias—Tabla de frecuencias .

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable hijos y hacer click en el botén Aceptar.

¢) Dibujar el diagrama de barras de las frecuencias absolutas.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Graficos—Diagrama de barras.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable hijos y hacer click en el botén Aceptar.

d) Para la misma tabla de frecuencias anterior, dibujar también el diagrama de barras de las fre-
cuencias relativas, el de absolutas acumuladas y el de relativas acumuladas, ademés de sus cor-
respondientes poligonos.

Indicacién
Repetir los pasos del apartado anterior activando, en la solapa de opciones de las barras, la opcién
Frecuencias relativas si se desea el diagrama de barras de frecuencias relativas, activando la opcién

Frecuencias acumuladas si se desea el diagrama de barras de frecuencias acumuladas y activando la opcién
Poligono para obtener el poligono asociado.

2. En un hospital se realizé un estudio sobre el nimero de personas que ingresaron en urgencias cada
dia del mes de noviembre. Los datos observados fueron:

15, 23, 12, 10, 28, 50, 12, 17, 20, 21, 18, 13, 11, 12, 26
30, 6, 16, 19, 22, 14, 17, 21, 28, 9, 16, 13, 11, 16, 20

Se pide:

a) Crear un conjunto de datos con la variable urgencias e introducir los datos.

b) Dibujar el diagrama de cajas. {Existe algun dato atipico? En el caso de que exista, eliminarlo y
proceder con los siguientes apartados.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Graficos—Diagrama de caja.

) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable urgencias.

3) En la ventana que aparece con el diagrama de barras identificar el dato atipico.
)

Ir a la ventana de edicién de datos y eliminar la fila del dato atipico haciendo click con el botén derecho
del ratén en la cabecera de la fila y seleccionando Borrar esta fila.

¢) Construir la tabla de frecuencias agrupando en 5 clases.

Indicacién
1) Seleccionar el mend  Teaching—Distribucién de frecuencias—Tabla de frecuencias (datos
agrupados).
2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable urgencias.

3) En la solapa de Clases marcar la opcién Nimero de intervalos e introducir el niimero deseado de inter-
valos en el campo Intervalos sugeridos y hacer click sobre el botén Aceptar
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d) Dibujar el histograma de frecuencias absolutas correspondiente a la tabla anterior.

Indicacion

1) Seleccionar el menu Teaching—Graficos—Histograma.

) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable urgencias.
3) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable urgencias.
)

En la solapa de Clases marcar la opcién Nimero de intervalos e introducir el nimero deseado de inter-

valos en el campo Intervalos sugeridos y hacer click sobre el botén

e) Para la misma tabla de frecuencias anterior, dibujar también el histograma de las frecuencias
relativas, el de absolutas acumuladas y el de relativas acumuladas, ademés de sus correspondientes

poligonos.

Indicacion

Repetir los pasos del apartado anterior activando, en la solapa de Opciones del histograma, la opcién
Frecuencias relativas si se desea el histograma de frecuencias relativas, activando la opcién Frecuencias
acumuladas si se desea el histograma de frecuencias acumuladas y activando la opcién Poligono para obtener

el poligono asociado.

3. Los grupos sanguineos de una muestra de 30 personas son:

A, B, B, A, AB, 0, 0,
A, A, A, B, 0, B, B,

Se pide:

A, B
B, A

)

)

)

B7 A)
A A,

A, ALA,
A

0, A,

AB
, 0.

)

a) Crear un conjunto de datos con la variable grupo.sanguineo e introducir los datos.

b) Construir la tabla de frecuencias.

Indicacion

1) Seleccionar el ment Teaching—Distribucién de frecuencias—Tabla de frecuencias .

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable grupo.sanguineo y hacer click en el botén

Aceptar.

¢) Dibujar el diagrama de sectores.

Indicacion

1) Seleccionar el menu Teaching—Graficos—Diagrama de sectores.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable grupo.sanguineo y hacer click sobre el botén

Aceptar.

4. En un estudio de poblacién se tomé una muestra de 27 personas, y se les pregunté por su edad y
estado civil, obteniendo los siguientes resultados:

Estado civil Edad

Soltero 31 45 35 65 21 38 62 22 31
Casado 62 39 62 59 21 62

Viudo 80 68 65 40 78 69 75
Divorciado 31 65 59 49 65

Se pide:

a) Crear un conjunto de datos con la variables estado.civil y edad e introducir los datos.

b) Dibujar los diagramas de cajas de la edad segin el estado civil. ;Existen datos atipicos? ;En
qué grupo hay mayor dispersion?

Indicacion

1) Seleccionar el ment Teaching—Graficos—Diagrama de caja.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la opcién Cajas por grupos, seleccionar la variable edad
en el campo variable, la variable estado.civil en el campo Variable de agrupacién y hacer click en el

botén Aceptar.
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3 Ejercicios propuestos

1. El nimero de lesiones padecidas durante una temporada por cada jugador de un equipo de futbol fue
el siguiente:

0,1,2,1,3,0,1,0,1,2,0,1,1,1,2,0,1,3,2,1,2, 1,0, 1

Se pide:
a) Construir la tabla de frecuencias.
b) Dibujar el diagrama de barras de las frecuencias relativas y de frecuencias relativas acumuladas.
¢) Dibujar el diagrama de sectores.
2. Para realizar un estudio sobre la estatura de los estudiantes universitarios, seleccionamos, mediante

un proceso de muestreo aleatorio, una muestra de 30 estudiantes, obteniendo los siguientes resultados
(medidos en centimetros):

179, 173, 181, 170, 158, 174, 172, 166, 194, 185,

162, 187, 198, 177, 178, 165, 154, 188, 166, 171,

175, 182, 167, 169, 172, 186, 172, 176, 168, 187.
Se pide:

a) Dibujar el histograma de las frecuencias absolutas agrupando desde 150 a 200 en clases de
amplitud 10.

b) Dibujar el diagrama de cajas. jExiste algin dato atipico?.
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Practica de Estadistica con R 3

Estadisticos Muestrales

1 Fundamentos tedricos

Hemos visto como podemos presentar la informacién que obtenemos de la muestra, a través de tablas
o bien a través de graficas. La tabla de frecuencias contiene toda la informacion de la muestra pero resulta
dificil sacar conclusiones sobre determinados aspectos de la distribucién con s6lo mirarla. Ahora veremos
como a partir de esos mismos valores observados de la variable estadistica, se calculan ciertos nimeros
que resumen la informacién muestral. Estos numeros, llamados Estadisticos, se utilizan para poner de
manifiesto ciertos aspectos de la distribucién, tales como la dispersién o concentracién de los datos, la
forma de su distribucién, etc. Segin sea la caracteristica que pretenden reflejar se pueden clasificar en
medidas de posicién, medidas de dispersiéon y medidas de forma.

1.1 Medidas de posicion

Son valores que indican cémo se sitian los datos. Los méas importantes son la Media aritmética, la
Mediana y la Moda.

Media aritmética =

Se llama media aritmética de una variable estadistica X, y se representa por T , a la suma de todos
los resultados observados, dividida por el tamano muestral. Es decir, la media de la variable estadistica
X, cuya distribucién de frecuencias es (x;,n;), viene dada por

k

_ ™1 +... 1+ F T+ 2k riny + ...+ xpng 1

Tr = = :—E Ting
ny+...+ng n nlzl

La media aritmética sélo tiene sentido en variables cuantitativas.

Mediana Me

Se llama mediana y lo denotamos por Me, a aquel valor de la muestra que, una vez ordenados todos
los valores de la misma en orden creciente, tiene tantos términos inferiores a él como superiores. En
consecuencia, divide la distribucién en dos partes iguales.

La mediana sélo tiene sentido en atributos ordinales y en variables cuantitativas.

Moda Mo

La moda es el valor de la variable que presenta una mayor frecuencia en la muestra. Cuando haya
més de un valor con frecuencia maxima diremos que hay mas de una moda. En variables continuas o
discretas agrupadas llamaremos clase modal a la que tenga la maxima frecuencia. Se puede calcular la
moda tanto en variables cuantitativas como cualitativas.
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Cuantiles

Si el conjunto total de valores observados se divide en r partes que contengan cada una = observa-

ciones, los puntos de separacién de las mismas reciben el nombre genérico de cuantiles.
Segin esto la mediana también es un cuantil con r = 2. Algunos cuantiles reciben determinados
nombres como:

Cuartiles. Son los puntos que dividen la distribucién en 4 partes iguales y se designan por C7,Cy, Cs.
Es claro que Cy = Me.

Deciles. Son los puntos que dividen la distribucién en 10 partes iguales y se designan por Dy, Ds, ..., Dy.

Percentiles. Son los puntos que dividen la distribucién en 100 partes iguales y se designan por Py, Ps, ..., Pyg.

1.2 Medidas de dispersién

Miden la separacién existente entre los valores de la muestra. Las méas importantes son el Rango o
Recorrido, el Rango Intercuartilico, la Varianza, la Desviacion Tipica y el Coeficiente de Variacién.

Rango o Recorrido Re

La medida de dispersién méas inmediata es el rango. Llamamos recorrido o rango y lo designaremos
por Re a la diferencia entre los valores méaximo y minimo que toma la variable en la muestra, es decir

Re =max{z;,i =1,2,...,n} —min{z;,i = 1,2,...,n}.

Este estadistico sirve para medir el campo de variaciéon de la variable, aunque es la medida de
dispersiéon que menos informaciéon proporciona sobre la mayor o menor agrupacion de los valores de la
variable alrededor de las medidas de tendencia central. Ademaés tiene el inconveniente de que se ve muy
afectado por los datos atipicos.

Rango Intercuartilico RI

El rango intercuartilico RI es la diferencia entre el tercer y el primer cuartil, y mide, por tanto, el
campo de variacién del 50 % de los datos centrales de la distribucién. Por consiguiente

RI =C5 - C.

La ventaja del rango intercuartilico frente al recorrido es que no se ve tan afectado por los datos
atipicos.

2

Varianza s;

Llamamos varianza de una variable estadistica X, y la designaremos por s2, a la media de los cuadra-
dos de las desviaciones de los valores observados respecto de la media de la muestra, es decir,

k

i=1

2 _
S, =

S

Desviacién Tipica s,

La raiz cuadrada positiva de la varianza se conoce como desviacion tipica de la variable X, y se

representa por s,
s =4+/82.
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Coeficiente de Variacién de Pearson Cu,

Al cociente entre la desviacion tipica y el valor absoluto de la media se le conoce como coeficiente de
variacion de Pearson o simplemente coeficiente de variacion:

Cv, = STI
|zl

El coeficiente de variacién es adimensional, y por tanto permite hacer comparaciones entre variables
expresadas en distintas unidades. Cuanto méas préximo esté a 0, menor serd la dispersién de la muestra
en relacion con la media, y mas representativa sera ésta ultima del conjunto de observaciones.

1.3 Medidas de forma

Indican la forma que tiene la distribucién de valores en la muestra. Se pueden clasificar en dos grupos:
Medidas de asimetria y medidas de apuntamiento o curtosis.
Coeficiente de asimetria de Fisher g,

El coeficiente de asimetria de Fisher, que se representa por g1, se define

g1 = 53
Dependiendo del valor que tome tendremos:
= g1 = 0. Distribucién simétrica.

= g1 < 0. Distribucién asimétrica hacia la izquierda.

= g1 > 0. Distribucién asimétrica hacia la derecha.

Coeficiente de apuntamiento o curtosis g,

El grado de apuntamiento de las observaciones de la muestra, se caracteriza por el coeficiente de
apuntamiento o curtosis, que se representa por gs, v se define

k _
il — 7)* fi _3
g2 = = :

Dependiendo del valor que tome tendremos:

= go = 0. La distribucién tiene un apuntamiento igual que el de la distribucién normal de la misma
media y desviacién tipica. Se dice que es una distribucién mesocirtica.

= go < 0. La distribucién es menos apuntada que la distribucién normal de la misma media y
desviacion tipica. Se dice que es una distribucién platicirtica.

= go > 0. La distribucién es més apuntada que la distribucién normal de la misma media y desviacién
tipica. Se dice que es una distribucién leptocirtica.

Tanto g1 como g, suelen utilizarse para comprobar si los datos muestrales provienen de una poblacion
no normal. Cuando g; estéd fuera del intervalo [-2,2] se dice que la distribucién es demasiado asimétrica
como para que los datos provengan de una poblacién normal. Del mismo modo, cuando g esté fuera del
intervalo [-2,2] se dice que la distribucién es, o demasiado apuntada, o demasiado plana, como para que
los datos provengan de una poblaciéon normal.
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1.4 Estadisticos de variables en las que se definen grupos

Ya sabemos cémo resumir la informacion contenida en una muestra utilizando una serie de estadisti-
cos. Pero hasta ahora sélo hemos estudiado ejemplos con un tinico caracter objeto de estudio.

En la mayoria de las investigaciones no estudiaremos un tnico caracter, sino un conjunto de caracteres,
y muchas veces sera conveniente obtener informacién de un determinado carécter, en funcién de los grupos
creados por otro de los caracteres estudiados en la investigacion. A estas variables que se utilizan para
formar grupos se les conoce como wvariables clasificadoras o factores.

Por ejemplo, si se realiza un estudio sobre un conjunto de ninos recién nacidos, podemos estudiar su
peso. Pero si ademas sabemos si la madre de cada nino es fumadora o no, podremos hacer un estudio
del peso de los ninos de las madres fumadoras por un lado y los de las no fumadoras por otro, para ver
si existen diferencias entre ambos grupos.
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2 Ejercicios resueltos

1. En una encuesta a 25 matrimonios sobre el nimero de hijos que tenian se obtuvieron los siguientes
datos:

1,2,4,2,2,2,3,2,1,1,0,2,2,0,2,2,1,2,2,3,1,2,2, 1, 2

Se pide:

a) Crear un conjunto de datos con la variable hijos e introducir los datos. Si ya se tienen los datos,
simplemente recuperarlos.

b) Calcular la media aritmética, varianza y desviacién tipica de dicha variable. Interpretar los
estadisticos.
Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Estadistica descriptiva—Estadisticos.
2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable hijos.

3) En la solapa Estadisticos basicos seleccionar Media y Desviacién tipica, y hacer click sobre el botén
Aceptar.

¢) Calcular los cuartiles, el recorrido, el rango intercuartilico, el tercer decil y el percentil 68.

Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Estadistica descriptiva—Estadisticos.
2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable hijos.

3) En la solapa Estadisticos basicos seleccionar Cuartiles, Rango, Rango intercuartilico, introducir los
valores 0,3 y 0,68 en el campo Percentiles, y hacer click sobre el botén Aceptar.

2. En un hospital se realizé un estudio sobre el nimero de personas que ingresaron en urgencias cada
dia del mes de noviembre. Los datos observados fueron:

15, 23, 12, 10, 28, 50, 12, 17, 20, 21, 18, 13, 11, 12, 26
30, 6, 16, 19, 22, 14, 17, 21, 28, 9, 16, 13, 11, 16, 20

Se pide:

a) Crear un conjunto de datos con la variable urgencias e introducir los datos.

b) Calcular la media aritmética, varianza, desviacién tipica y coeficiente de variacién de dicha
variable. Interpretar los estadisticos.
Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Estadistica descriptiva—Estadisticos.

2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable urgencias.

3) En la solapa Estadisticos basicos seleccionar Media, Varianza, Desviacién tipica y Coeficiente de
variacién, y hacer click sobre el botén Aceptar.

¢) Calcular el coeficiente de asimetria y el de curtosis e interpretar los resultados

Indicacién
Seguir los mismos pasos del apartado anterior, seleccionando Cofeficiente de asimetria y Coeficiente de
Curtosis en la solapa Estadisticos b&asicos.

3. En un grupo de 20 alumnos, las calificaciones obtenidas en Matematicas fueron:

SS, AP, SS, AP, AP, NT, NT, AP, SB, SS
SB, SS, AP, AP, NT, AP, SS, NT, SS, NT

Se pide:
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a) Crear un conjunto de datos curso con la variable calificaciones e introducir los datos.
b) Recodificar esta variable, asignando 2,5 al SS, 6 al AP, 8 al NT y 9,5 al SB.

Indicacién
1) Selecionar el ment Teaching—Datos—Recodificar variable.
2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar como variable a recodificar la variable calificaciones.

3) Introducir las reglas de recodificacién en el campo Reglas de recodificacién:

€887’ = 2.5
CCAP’Y = 6
CNT?C =8
€SB’ = 9.5

4) En el cuadro Guardar nueva variable hacer click sobre el botén Cambiar.

5) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar como objeto padre la el conjunto de datos curso y hacer
click sobre el botén Aceptar.

6) Introducir el nombre de la nueva variable nota, desmarcar la casilla Convertir en factor y hacer click
sobre el botén Aceptar.

¢) La mediana y el rango intercuartilico.

Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Estadistica descriptiva—Estadisticos.
2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable nota.

3) En la solapa Estadisticos basicos seleccionar Mediana y Rango intercuartilico, y hacer click sobre el
botén Aceptar.

4. Para realizar un estudio sobre la estatura de los estudiantes universitarios se ha seleccionado mediante
un proceso de muestreo aleatorio, una muestra de 30 estudiantes, obteniendo los siguientes resultados
(medidos en centimetros):

Mujeres: 173, 158, 174, 166, 162, 177, 165, 154, 166, 182, 169, 172, 170, 168.
Hombres: 179, 181, 172, 194, 185, 187, 198, 178, 188, 171, 175, 167, 186, 172, 176, 187.

Se pide:

a) Crear un conjunto de datos con las variables estatura y sexo e introducir los datos.

b) Obtener un resumen de estadisticos en el que se muestren la media aritmética, mediana, varianza,
desviacion tipica y cuartiles segun el sexo. Interpretar los estadisticos.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Estadistica descriptiva—Estadisticos.

2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable estatura, marcar la casilla Estadistica por
grupos y seleccionar la variable sexo en el campo Variables de agrupacién.

3) En la solapa Estadisticos basicos seleccionar Media, Mediana, Varianza, Desviacién tipica y
Cuartiles, y hacer click sobre el botén Aceptar.

3 Ejercicios propuestos

1. El nimero de lesiones padecidas durante una temporada por cada jugador de un equipo de futbol fue
el siguiente:

0,1,2,1,3,0,1,0,1,2,0,1,1,1,2,0,1,3,2,1,2, 1,0, 1

Se pide:

a) Calcular la media aritmética, mediana, varianza y desviacién tipica de las lesiones e interpretarlas.

b) Calcular los coeficientes de asimetria y curtosis e interpretarlos.
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¢) Calcular el cuarto y el octavo decil e interpretarlos.

2. En un estudio de poblacién se tomé una muestra de 27 personas, y se les pregunté por su edad y
estado civil, obteniendo los siguientes resultados:

Estado civil Edad

Soltero 31 45 35 65 21 38 62 22 31
Casado 62 39 62 59 21 62

Viudo 80 68 65 40 78 69 75
Divorciado 31 65 59 49 65

Se pide:

a) Calcular la media y la desviacién tipica de la edad segin el estado civil e interpretarlas.

b) ;En qué grupo es més representativa la media?

3. En un estudio se ha medido la tensién arterial de 25 individuos. Ademaés se les ha preguntado si fuman
y beben:

Fumador si no si si si no no si mo si mno si no
Bebedor no no si si no no si si no si no si si

Tensién arterial 80 92 75 56 89 93 101 67 89 63 98 58 91

Fumador si no no si no no no si no si no si
Bebedor si no si si no no si si si mno si no
Tension arterial 71 52 98 104 57 89 70 93 69 82 70 49

Calcular la media aritmética, desviacién tipica, coeficiente de asimetria y curtosis de la tension arterial
por grupos dependiendo de si beben o fuman e interpretarlos.
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Prictica de Estadistica con R 4

Regresion Lineal Simple y Correlacion

1 Fundamentos tedricos

1.1 Regresion

La regresion es la parte de la estadistica que trata de determinar la posible relacién entre una
variable numérica Y, que suele llamarse variable dependiente, y otro conjunto de variables numéricas,
X1, Xs,...,X,, conocidas como wvariables independientes, de una misma poblacién. Dicha relacién se
refleja mediante un modelo funcional y = f(z1,...,2,).

El caso mas sencillo se da cuando sélo hay una variable independiente X, y entonces se habla de
regresion simple. En este caso el modelo que explica la relacién entre X e Y es una funcién de una
variable y = f(x).

Dependiendo de la forma de esta funcion, existen muchos tipos de regresion simple. Los méas habituales
son los que aparecen en la siguiente tabla:

| Modelo | Ecuacién genérica |
Lineal y=a+bx
Parabdlico y =a+ bx + cx?
Polinémico de grado n | y =ag + a1 + -+ + apa™
Potencial y = ax’
Exponencial y = eathT
Logaritmico y=a+blogx
Inverso y=a+b/x
Curva S y = e?tb/z

Para elegir un tipo de modelo u otro, se suele representar el diagrama de dispersion, que consiste en
dibujar sobre unos ejes cartesianos correspondientes a las variables X e Y, los pares de valores (z;,y;)
observados en cada individuo de la muestra.

Ejemplo En la figura la figura 4.1 aparece el diagrama de dispersién correspondiente a una muestra de
30 individuos en los que se ha medido la estatura en cm (X) y el peso en kg (V). En este caso la forma
de la nube de puntos refleja una relacién lineal entre la estatura y el peso.

Segtin la forma de la nube de puntos del diagrama, se elige el modelo més apropiado (figura 4.2), y
se determinan los parametros de dicho modelo para que la funcién resultante se ajuste lo mejor posible
a la nube de puntos.
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Diagrama de dispersién de Estaturas y Pesos

100 110
1 1

90
1

(179,85)

Peso (Kg)
80

T T T T T T
150 160 170 180 190 200

Estatura (cm)

Figura 4.1 — Diagrama de dispersién. El punto (179,85) indicado corresponde a un individuo de la
muestra que mide 179 cm y pesa 85 Kg.

Sin relacion Relacién lincal Relacion parabolica
-~ ~ >
X X X
(a) Sin relacién. (b) Relacidn lineal. (c) Relacién polinémica.
Relacion exponencial Relacién logarfmica Relacion inversa
> > >
X X X
(d) Relacién exponencial. (e) Relacién logaritmica. (f) Relacién inversa.

Figura 4.2 — Diagramas de dispersion correspondientes a distintos tipos de relaciones entre variables.
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El criterio que suele utilizarse para obtener la funcién 6ptima, es que la distancia de cada punto a la
curva, medida en el eje Y, sea lo menor posible. A estas distancias se les llama residuos o errores en Y’
(figura 4.3). La funcién que mejor se ajusta a la nube de puntos serd, por tanto, aquella que hace minima
la suma de los cuadrados de los residuos.!

X

Figura 4.3 — Residuos o errores en Y. El residuo correspondiente a un punto (zi,y;) es la diferencia
entre el valor y; observado en la muestra, y el valor tedrico del modelo f(x;), es decir, e;; = y; — f(xs).

Rectas de regresién

En el caso de que la nube de puntos tenga forma lineal y optemos por explicar la relaciéon entre X
e Y mediante una recta y = a + bz, los pardmetros a determinar son a (punto de corte con el eje de
ordenadas) y b (pendiente de la recta). Los valores de estos pardmetros que hacen minima la suma de
residuos al cuadrado, determinan la recta 6ptima. Esta recta se conoce como recta de regresion de Y
sobre X y explica la variable Y en funcion de la variable X. Su ecuacién es

x

donde s, es un estadistico llamado covarianza que mide el grado de relacién lineal, y cuya férmula es

1 _ _
Sy = > (@i = 2)(y; — PInij-
0,J
Ejemplo En la figura 4.4 aparecen las rectas de regresién de Estatura sobre Peso y de Peso sobre
Estatura del ejemplo anterior.

La pendiente de la recta de regresion de Y sobre X se conoce como coeficiente de regresion de Y
sobre X, y mide el incremento que sufrira la variable Y por cada unidad que se incremente la variable
X, segun la recta.

Cuanto mas pequenos sean los residuos, en valor absoluto, mejor se ajustara el modelo a la nube de
puntos, y por tanto, mejor explicard la relacién entre X e Y. Cuando todos los residuos son nulos, la
recta pasa por todos los puntos de la nube, y la relacién es perfecta. En este caso ambas rectas, la de Y
sobre X y la de X sobre Y coinciden (figura 4.5(a)).

Por contra, cuando no existe relacién lineal entre las variables, la recta de regresion de Y sobre X
tiene pendiente nula, y por tanto la ecuacién es y = ¢, en la que, efectivamente no aparece r, 0o x = T en
el caso de la recta de regresién X sobre Y, de manera que ambas rectas se cortan perpendicularmente
(figura 4.5(b)).

1Se elevan al cuadrado para evitar que en la suma se compensen los residuos positivos con los negativos.
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Rectas de regresion entre Estaturas y Pesos

110
1

100
1

Estatura sobre Peso,

90
1

Peso sobre

Peso (Kg)
80

Estatura
=
~
=
s)
=
D
T T T T T T
150 160 170 180 190 200

Estatura (cm)

Figura 4.4 — Rectas de regresién de Estatura sobre Peso y de Peso sobre Estatura. Las rectas de
regresién siempre se cortan en el punto de medias (Z, §)

1.2 Correlacion

El principal objetivo de la regresién simple es construir un modelo funcional y = f(z) que explique
lo mejor posible la relacién entre dos variables X (variable independiente) e Y (variable dependiente)
medidas en una misma muestra. Generalmente, el modelo construido se utiliza para realizar inferencias
predictivas de Y en funcién de X en el resto de la poblaciéon. Pero aunque la regresién garantiza que el
modelo construido es el mejor posible, dentro del tipo de modelo elegido (lineal, polinémico, exponencial,
logaritmico, etc.), puede que ain asi, no sea un buen modelo para hacer predicciones, precisamente
porque no haya relacion de ese tipo entre X e Y. Asi pues, con el fin de validar un modelo para realizar
predicciones fiables, se necesitan medidas que nos hablen del grado de dependencia entre X e Y, con
respecto a un modelo de regresién construido. Estas medidas se conocen como medidas de correlacion.

Dependiendo del tipo de modelo ajustado, habra distintos tipos de medidas de correlacién. Asi, si
el modelo de regresion construido es una recta, hablaremos de correlacién lineal; si es un polinomio,
hablaremos de correlacién polindmica; si es una funcién exponencial, hablaremos de correlaciéon expo-
nencial, etc. En cualquier caso, estas medidas nos hablaran de lo bueno que es el modelo construido, y
como consecuencia, de si podemos fiarnos de las predicciones realizadas con dicho modelo.

La mayoria de las medidas de correlacién surgen del estudio de los residuos o errores en Y, que son
las distancias de los puntos del diagrama de dispersién a la curva de regresion construida, medidas en el
eje Y, tal y como se muestra en la figura (4.3). Estas distancias, son en realidad, los errores predictivos
del modelo sobre los propios valores de la muestra.

Cuanto mas pequenos sean los residuos, mejor se ajustara el modelo a la nube de puntos, y por tanto,
mejor explicara la relacién entre X e Y. Cuando todos los residuos son nulos, la curva de regresion pasa
por todos los puntos de la nube, y entonces se dice que la relacién es perfecta, o bien que existe una
dependencia funcional entre X e Y (figura 4.5(a)). Por contra, cuando los residuos sean grandes, el modelo
no explicard bien la relacién entre X e Y, y por tanto, sus predicciones no seran fiables (figura 4.5(b)).

Varianza residual

Una primera medida de correlacién, construida a partir de los residuos es la varianza residual, que se
define como el promedio de los residuos al cuadrado:

o ageunig 2y — @) ng
Sry = - = - )
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Relacién lineal perfecta Sin relacién lineal

- S
Yy
X sobre Y =Y sobre X Y sobre X
X sobre Y’
T
X X
(a) Dependencia funcional lineal. (b) Independencia lineal.

Figura 4.5 — Distintos grados de dependencia. En el primer caso, la relacién es perfecta y los residuos
son nulos. En el segundo caso no existe relacién lineal y la pendiente de la recta es nula.

Cuando los residuos son nulos, entonces sfy = 0 y eso indica que hay dependencia funcional. Por otro
lado, cuando las variables son independientes, con respecto al modelo de regresién ajustado, entonces los
residuos se convierten en las desviaciones de los valores de Y con respecto a su media, y se cumple que

2

_ 2 :
87y = 8y Asi pues, se cumple que

Oﬁsfy §s§.

Segun esto, cuanto menor sea la varianza residual, mayor serd la dependencia entre X e Y, de acuerdo
al modelo ajustado. No obstante, la varianza tiene como unidades las unidades de Y al cuadrado, y eso
dificulta su interpretacion.

Coeficiente de determinacién

Puesto que el valor maximo que puede tomar la varianza residual es la varianza de Y, se puede
definir facilmente un coeficiente a partir de la comparacion de ambas medidas. Surge asi el coeficiente de
determinacion que se define como

2
2 _ Sry
R =1- X
y

Se cumple que
0<R?<1,

y ademads no tiene unidades, por lo que es més facil de interpretar que la varianza residual:

» R? = 0 indica que existe independencia segtin el tipo de relacién planteada por el modelo de
regresion.

s R? =1 indica dependencia funcional.

Por tanto, cuanto mayor sea R?, mejor serd el modelo de regresién.

Si multiplicamos el coeficiente de determinacién por 100, se obtiene el porcentaje de variabilidad de
Y que explica el modelo de regresién. El porcentaje restante corresponde a la variabilidad que queda por
explicar y se corresponde con el error predictivo del modelo. Asi, por ejemplo, si tenemos un coeficiente
de determinacién R? = 0,5, el modelo de regresién explicaria la mitad de la variabilidad de Y, y en
consecuencia, si se utiliza dicho modelo para hacer predicciones, estas tendrian la mitad de error que si
no se utilizase, y se tomase como valor de la prediccion el valor de la media de Y.
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Coeficiente de determinacién lineal

En el caso de que el modelo de regresion sea lineal, la férmula del coeficiente de determinacién se
simplifica y se convierte en

que se conoce como coeficiente de determinacion lineal.

Coeficiente de correlacion

Otra medida de dependencia bastante habitual es el coeficiente de correlacion, que se define como la
raiz cuadrada del coeficiente de determinacién:

2

S
R==+/1-—,
Sy

tomando la raiz del mismo signo que la covarianza.

La tnica ventaja del coeficiente de correlacién con respecto al coeficiente de determinacién, es que
tiene signo, y por tanto, ademéas del grado de dependencia entre X e Y, también nos habla de si la
relacién es directa (signo +) o inversa (signo -). Su interpretacién es:

= R =0 indica independencia con respecto al tipo de relacién planteada por el modelo de regresién.
= R = —1 indica dependencia funcional inversa.
= R =1 indica dependencia funcional directa.

Por consiguiente, cuanto méas préximo esté a -1 o a 1, mejor sera el modelo de regresion.
Coeficiente de correlacién lineal Al igual que ocurria con el coeficiente de determinacion, cuando el
modelo de regresion es lineal, la féormula del coeficiente de correlacién se convierte en

Sey
SzSy’

y se llama coeficiente de correlacion lineal.

Por dltimo, conviene remarcar que un coeficiente de determinacién o de correlaciéon nulo, indica que
hay independencia segtin el modelo de regresién construido, pero puede haber dependencia de otro tipo.
Esto se ve claramente en el ejemplo de la figura 4.6.

Fiabilidad de las predicciones

Aunque el coeficiente de determinacién o de correlaciéon nos hablan de la bondad de un modelo de
regresion, no es el dnico dato que hay que tener en cuenta a la hora de hacer predicciones.
La fiabilidad de las predicciones que hagamos con un modelo de regresion depende de varias cosas:

= El coeficiente de determinacion: Cuando mayor sea, menores seran los errores predictivos y mayor
la fiabilidad de las predicciones.

= La variablidad de la poblacién: Cuanto mas variable es una poblacién, mas dificil es predecir y por
tanto menos fiables seran las predicciones del modelo.

= El tamano muestral: Cuanto mayor sea, més informacion tendremos y, en consecuencia, mas fiables
seran las predicciones.

Ademsds, hay que tener en cuenta que un modelo de regresién es valido para el rango de valores
observados en la muestra, pero fuera de ese rango no tenemos informacién del tipo de relacién entre las
variables, por lo que no deberiamos hacer predicciones para valores que estén lejos de los observados en
la muestra.
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o0
™~ y = —0,02z + 4,07 y = 0,252 — 2,51z + 8,05
=0 2 =097
©
0 -
>~ >~
-
.
o

(a) Dependencia lineal débil. (b) Dependencia parabdlica fuerte.

Figura 4.6 — En la figura de la izquierda se ha ajustado un modelo lineal y se ha obtenido un R? = 0,
lo que indica que el modelo no explica nada de la relacién entre X e Y, pero no podemos afirmar que
X e Y son independientes. De hecho, en la figura de la derecha se observa que al ajustar un modelo
parabdlico, R? = 0,97, lo que indica que casi hay una dependencia funcional parabdlica entre X e Y.
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2 Ejercicios resueltos

1. Se han medido dos variables X e Y en 10 individuos obteniendo los siguientes resultados:

3 4 5 6 7 8 9

X 0 1 2
Y 2 5 8 11 14 17 20 23 26 29

Se pide:

a) Crear un conjunto de datos con las variables X y Y e introducir estos datos.
b) Dibujar el diagrama de dispersién correspondiente.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Graficos—Diagrama de Dispersién.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar como Y la variable Y y como Variable X la variable X,
y hacer click en el botén Aceptar.

En vista del diagrama, ;qué tipo de modelo crees que explicard mejor la relacién entre X y Y?
c¢) Calcular la recta de regresién de Y sobre X.

Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Regresion—Regresién lineal.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable Y como Variable dependiente y la variable
X como Variable independiente, seleccionar Guardar el modelo, introducir un nombre para el modelo
y hacer click sobre el botén Aceptar.

d) Dibujar dicha recta sobre el diagrama de dispersién.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Graficos—Diagrama de Dispersién.
2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar como Y la variable Y y como Variable X la variable X.

3) Enlasolapa Linea de ajuste, seleccionar Dibujar recta de regresién y hacer click en el botén Aceptar.

e) Calcular la recta de regresién de X sobre Y y dibujarla sobre el correspondiente diagrama de
dispersion.

Indicacién
Repetir los pasos de los apartados anteriores pero escogiendo como Variable dependiente la variable X, y
como Variable independiente la variable Y

f) iSon grandes los residuos? Comentar los resultados.

2. En una licenciatura se quiere estudiar la relacion entre el nimero medio de horas de estudio diarias
y el nimero de asignaturas suspensas. Para ello se obtuvo la siguiente muestra:

Horas Suspensos Horas Suspensos Horas Suspensos
3,5 1 2,2 2 1,3 4
0,6 5 3.3 0 3,1 0
2,8 1 1,7 3 2,3 2
2,5 3 1,1 3 3,2 2
2,6 1 2,0 3 0,9 4
3,9 0 3.5 0 1,7 2
1,5 3 2,1 2 0,2 5
0,7 3 1,8 2 2,9 1
3,6 1 1,1 4 1,0 3
3,7 1 0,7 4 2,3 2

Se pide:

a) Crear un conjunto de datos con las variables horas_estudio y suspensos e introducir estos datos.
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b) Calcular la recta de regresién de suspensos sobre horas_estudio y dibujarla.
Indicacién
Para calcular la recta de regresion:
1) Seleccionar el ment Teaching—Regresién—>Regresién lineal.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable suspensos como Variable dependiente y
la variable horas_estudio como Variable independiente, seleccionar Guardar el modelo, introducir un
nombre para el modelo y hacer click sobre el botén Aceptar.

Para dibujar la recta de regresién:
1) Seleccionar el ment Teaching— Graficos—Diagrama de Dispersién.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar como Y la variable suspensos y como Variable X la
variable horas_estudio.

3) EnlasolapaLinea de ajuste, seleccionar Dibujar recta de regresién y hacer click en el botén Aceptar.

¢) Indicar el coeficiente de regresién de suspensos sobre horas estudio. ;Cémo lo interpretarias?

Indicacién
El coeficiente de regresion es la pendiente de la recta de regresién.

d) Larelacién lineal entre estas dos variables, jes mejor o peor que la del ejercicio anterior? Comentar
los resultados a partir las graficas de las rectas de regresién y sus residuos.

e) Calcular los coeficientes de correlacién y de determinacién lineal. ;Es un buen modelo la recta
de regresién? ;Qué porcentaje de la variabilidad del nimero de suspensos esta explicada por el
modelo?

Indicacién
El coeficiente de determinacién aparece en la ventana de resultados como Multiple R-squared, y el coeficiente
de correlacién es su raiz cuadrada.

/) Utilizar la recta de regresién para predecir el niimero de suspensos correspondiente a 3 horas de
estudio diarias. ; Es fiable esta prediccion?
Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Regresion—Predicciones.
2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar como modelo de regresién la recta calculada en el segundo

apartado, introducir los valores para los que se desea la prediccién en el campo Predicciones para y hacer
click sobre el botén Aceptar.

g) Segun el modelo lineal, ;jcudntas horas diarias tendrd que estudiar como minimo un alumno si
quiere aprobarlo todo?
Indicacién
Seguir los mismos pasos de los apartados anteriores, pero escogiendo como variable dependiente horas_estudio,
y como independiente suspensos, y haciendo la prediccién para 0 suspensos.

3. Después de tomar un litro de vino se ha medido la concentracién de alcohol en la sangre en distintos
instantes, obteniendo:

Tiempo después (minutos) 30 60 90 120 150 180 210
Concentracién (gramos/litro) 1,6 1,7 1,5 1,1 0,7 02 2,1

Se pide:

a) Crear las variables tiempo y alcohol e introducir estos datos.

b) Calcular el coeficiente de correlacién lineal entre el alcohol y el tiempo e interpretarlo. jEs bueno
el modelo lineal?
Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Regresion—Regresién lineal.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable alcohol como Variable dependiente y la
variable tiempo como Variable independiente, y hacer click sobre el botén Aceptar.
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¢) Dibujar la recta de regresién del alcohol sobre el tiempo. ;Existe algin individuo con un resid-
uo demasiado grande? Si es asi, eliminar dicho individuo de la muestra y volver a calcular el
coeficiente de correlacién. jHa mejorado el modelo?

Indicacion

1)
2)

3)

Seleccionar el ment Teaching—Graficos—Diagrama de Dispersién.
En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar como Y la variable alcohol y como Variable X la variable
tiempo.

En la solapa Linea de ajuste, seleccionar Dibujar recta de regresién y hacer click en el botén Aceptar.

Se observa que hay un residuo atipico para el punto que corresponde al los 210 minutos. Para eliminarlo: En la
ventana de edicién del conjunto de datos hacer click con el botén derecho del ratén sobre la fila correspondiente
al dato con el residuo atipico y seleccionar Borrar esta fila.

d) Sila concentracién maxima de alcohol en la sangre que permite la ley para poder conducir es 0,5
g/l, jcudnto tiempo habrd que esperar después de tomarse un litro de vino para poder conducir
sin infringir la ley? ;Es fiable esta prediccion?

Indicacién
Para construir la recta de regresion:

)
2)

3)

Seleccionar el menu Teaching—>Regresién—Regresién lineal.

En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable tiempo como Variable dependiente y la
variable alcohol como Variable independiente.

Seleccionar Guardar el modelo, introducir un nombre para el modelo y hacer click sobre el botén Aceptar.

Para hacer la prediccién:

1)
2)

Seleccionar el mend Teaching—Regresién—Predicciones.

En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar como modelo de regresion la recta calculada e introducir
los valores para los que se desea la prediccién en el campo Predicciones para y hacer click sobre el botén
Aceptar.

4. En un estudio se ha medido la estatura y la edad de 30 personas y se han guardado en el fichero
edad_estatura.txt. Se pide:

a) Importar los datos del fichero edad_estatura.txt en un conjunto de datos.

b) Calcular la recta de regresiéon de la estatura sobre la edad. ;Es un buen modelo la recta de
regresion?

Indicacion

1)
2)

3)

Seleccionar el mend Teaching—Regresién—Regresion lineal.

En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable estatura como Variable dependiente y la
variable edad como Variable independiente,

Seleccionar Guardar el modelo, introducir un nombre para el modelo y hacer click sobre el botén Aceptar.
Aceptar.

¢) Dibujar el diagrama de dispersion de la estatura sobre la edad. jAlrededor de qué edad se observa
un cambio en la tendencia?

Indicacion

1)
2)

Seleccionar el mend Teaching— Graficos—Diagrama de Dispersién.

En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar como Y la variable estatura y como Variable X la variable
edad, y hacer click en el botén Aceptar.

d) Recodificar la variable edad en dos grupos para mayores y menores de 20 afios.

Indicacion

1)
2)
3)

Seleccionar el ment Teaching—Datos—Recodificar variable.
En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar en el campo Variable a recodificar la variable edad.
En el campo Reglas de recodificacién introducir

10:20 = ‘menores’’
20:hi = ¢‘mayores’’

En el cuadro Guardar nueva variable hacer click sobre el botén Cambiar.

En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar como objeto padre la el conjunto de datos edad_estatura
y hacer click sobre el botén Aceptar.

Introducir el nombre de la nueva variable grupo_edad y hacer click sobre el botén Aceptar.
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e) Calcular la recta de regresién de la estatura sobre la edad para cada grupo de edad. {En qué grupo
explica mejor la recta de regresion la relacién entre la estatura y la edad? Justificar la respuesta.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Regresién—>Regresién lineal.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable estatura como Variable dependiente y la
variable edad como Variable independiente.

3) Seleccionar la opicién Filtro e introducir en el campo Condicién de seleccién la condicién grupo_edad
="menores".

4) Seleccionar Guardar el modelo, introducir un nombre para el modelo y hacer click sobre el botén Aceptar.

Repetir lo mismo pero con la condicién grupo_edad="mayores".

f) Dibujar las rectas de regresién anteriores.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Graficos—Diagrama de Dispersién.
2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar como Y la variable estatura y como Variable X la variable
edad.
3) Seleccionar la opcién Diferenciar grupos e introducir la variable grupo_edad en el campo Variable de
agrupacion.
4) Enlasolapa Linea de ajuste, seleccionar Dibujar recta de regresioén y hacer click en el botén Aceptar.

g) i Qué estatura se espera que tenga una persona de 14 afios? ;Y una de 387
Indicacién
Para predecir la estatura de la persona de 14 anos:
1) Seleccionar el menu Teaching—Regresion—Predicciones.

2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar como modelo de regresién la recta calculada para los
menores e introducir 14 en el campo Predicciones para y hacer click sobre el botén Aceptar.

para predecir la estatura de la persona de 38 anos, repetir lo mismo pero seleccionando la recta de regresién
para los mayores e introducidento 38 en el campo Predicciones para.

5. Elfichero naciones. txt contiene informacién sobre el desarrollo de distintos pafses (tasa de fertilidad,
tasa de uso de anticonceptivos, tasa de mortalidad infantil, producto interior bruto per capita y
continente). Se pide:

a) Importar el fichero naciones.txt en un conjunto de datos.
b) (Entre qué variables existe relacién lineal?
Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Regresién—Correlacién.

2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar todas las variables numéricas y hacer click sobre el botén
Aceptar.

¢) (Existe relacién lineal entre la tasa de mortalidad infantil y tasa de fertilidad en Europa? ;Y en
Africa? ;Qué relacion es mas fuerte?
Indicacién
Para la correlaciéon en Europa:
1) Seleccionar el ment Teaching—Datos—Filtrar datos.

2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar el conjunto de datos naciones.
3) Introducir la condicién region=="Europe" en el campo Condicién de seleccioén.
4) Introducir el nombre europa en el campo Guardar nuevo conjunto de datos y hacer click en el botén

Aceptar.
5) Seleccionar el menu Teaching—Regresién— Correlacién.

6) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar las variables fertilidad y mortalidad.infantil del conjunto
de datos europa y hacer click sobre el botén Aceptar.

Para la correlacién de Africa repetir los mismos pasos pero cambiando la condicién de seleccién por region=="
Africa".

6. La siguiente tabla recoge la informacién de las calificaciones obtenidas por un grupo de alumnos en
dos asignaturas X e Y.

43



4. Regresion Lineal Simple y Correlacion UNIVERSIDAD SAN PABLO CEU

Alumno 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
X NT AP SS SS AP AP SS NT SB SS AP AP
Y SB SS AP SS AP NT SS NT NT AP AP NT

Se pide:

a) Crear un conjunto de datos con las variables X e Y e introducir los datos.
b) ;Existe relacion entre las calificaciones de X e Y? Justificar la respuesta.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Regresién—Correlacién.
2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variables X e Y.

3) En la solapa Opciones de correlacién seleccionar el método de Ro de Spearman y hacer click sobre el
botén Aceptar.

3 Ejercicios propuestos

1. Se determina la pérdida de actividad que experimenta un medicamento desde el momento de su
fabricacién a lo largo del tiempo, obteniéndose el siguiente resultado:

Tiempo (en anos) 112(3]41|5
Actividad restante (%) | 96 | 84 | 70 | 58 | 52

Se desea calcular:

a) La relacién fundamental (recta de regresion) entre actividad restante y tiempo transcurrido.
b) ;En qué porcentaje disminuye la actividad cada ano que pasa?

¢) ;Cuédndo tiempo debe pasar para que el fairmaco tenga una actividad del 80 %7 ; Cudndo serd nula
la actividad? ;Son igualmente fiables estas predicciones?

2. Al realizar un estudio sobre la dosificacion de un cierto medicamento, se trataron 6 pacientes con dosis
diarias de 2 mg, 7 pacientes con 3 mg y otros 7 pacientes con 4 mg. De los pacientes tratados con 2
mg, 2 curaron al cabo de 5 dias, y 4 al cabo de 6 dias. De los pacientes tratados con 3 mg diarios, 2
curaron al cabo de 3 dias, 4 al cabo de 5 dias y 1 al cabo de 6 dias. Y de los pacientes tratados con 4
mg diarios, 5 curaron al cabo de 3 dias y 2 al cabo de 4 dias. Se pide:

a) Calcular la recta de regresién del tiempo de curacién con respecto a la dosis suministrada.

=

Calcular el coeficiente de regresién del tiempo de curaciéon con respecto a la dosis e interpretarlo.

9]

)
)
) Calcular el coeficiente de correlacién lineal e interpretarlo.
)

d) Determinar el tiempo esperado de curaciéon para una dosis de 5 mg diarios. ;Es fiable esta

prediccién?
e) {Qué dosis debe aplicarse si queremos que el paciente tarde 4 dias en curarse? ;Es fiable la
prediccién?

3. En una clase de alumnos universitarios se ha medido la estatura, el peso y el sexo de cada uno y se
han guardado en el fichero estaturas_pesos_alumnos.txt. Se pide:

S

Importar los datos del fichero estaturas_pesos_alumnos.txt en un conjunto de datos.

=

Calcular la recta de regresion del peso sobre la estatura y dibujarla.

o

)
)
) Calcular las rectas de regresién del peso sobre la estatura para cada sexo y dibujarlas.
)

d) Calcular los coeficientes de determinacién de ambas rectas. ; Qué recta es mejor modelo? Justificar

la respuesta.

e) {Qué peso tendrd un hombre que mida 170 cm? ;Y una mujer de la misma estatura?
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Prictica de Estadistica con R b

Regresion no lineal

1 Fundamentos tedricos

La regresién simple tiene por objeto la construccién de un modelo funcional y = f(z) que explique
lo mejor posible la relacién entre dos variables Y (variable dependiente) y X (variable independiente)
medidas en una misma muestra.

Ya vimos que, dependiendo de la forma de esta funcién, existen muchos tipos de regresion simple.
Entre los mas habituales estan:

| Modelo | Ecuacién genérica |
Lineal y=a+bx
Parabdlico y =a+ bx + cx?
Polinémico de gradon | y =ag + a1+ -+ + apx™
Potencial y = ax®
Exponencial y = et
Logaritmico y=a+blogz
Inverso y=a+b/x
Curva S y = e*tt/®

La eleccién de un tipo de modelo u otro suele hacerse segun la forma de la nube de puntos del
diagrama de dispersién. A veces estara claro qué tipo de modelo se debe construir, tal y como ocurre en
los diagramas de dispersién de la figura 5.1. Pero otras veces no estara tan claro, y en estas ocasiones, lo
normal es ajustar los dos o tres modelos que nos parezcan mas convincentes, para luego quedarnos con
el que mejor explique la relacién entre Y v X, mirando el coeficiente de determinacién' de cada modelo.

Ya vimos en la practica sobre regresién lineal simple, como construir rectas de regresiéon. En el caso
de que optemos por ajustar un modelo no lineal, la construcciéon del mismo puede realizarse siguiendo los
mismos pasos que en el caso lineal. Basicamente se trata de determinar los pardametros del modelo que
minimizan la suma de los cuadrados de los residuos en Y. En los modelos multiplicativo y exponencial, el
sistema aplica transformaciones logaritmicas a las variables y después ajusta un modelo lineal a los datos
transformados. En el modelo reciproco, el sistema sustituye la variable dependiente por su reciproco
antes de estimar la ecuacién de regresion.

1Ver la practica de regresién lineal y correlacién.
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Sin relacién Relacion lineal Relacion parabolica
-~ ~ -~
X X X
(a) Sin relacién. (b) Relacién lineal. (c¢) Relacién polinémica.
Relacién exponencial Relacion logarfmica Relacién inversa
-~ -~ >~
b's X X
(d) Relacién exponencial. (e) Relacién logaritmica. (f) Relacién inversa.

Figura 5.1 — Diagramas de dispersion correspondientes a distintos tipos de relaciones entre variables.
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2 Ejercicios resueltos

El procedimiento mas sencillo para construir un modelo no lineal, siempre que sea posible, es trans-
formar las variables para convertirlo en un modelo lineal. En el caso de los modelos de regresién simple
mas comunes las transformaciones que convierten cada modelo en un modelo lineal aparecen en la tabla
siguiente:

Modelo Modelo no lineal Modelo lineal Transformacion

Potencial y = ax? log(y) = log(a) 4+ blog(z) | Se toma el logaritmo de ambas
variables

Exponencial y = e®Th® log(y) = a + bx Se toma el logaritmo de la vari-
able dependiente

Logaritmico y=a+blogx y=a+blogx Se toma el logaritmo de la vari-
able independiente

Inverso y=a+b/x y=a-+ b% Se toma el inverso de la variable
independiente

Curva S y = eatt/e log(y) = a+ bi Se toma el logaritmo de la vari-
able dependiente y el inverso de
la independiente

1. En un experimento se ha medido el nimero de bacterias por unidad de volumen en un cultivo, cada
hora transcurrida, obteniendo los siguientes resultados:

Horas 0 1 2 3 4 ) 6 7 8
N° Bacterias 25 28 47 65 86 121 190 290 362

Se pide:

a) Crear un conjunto de datos con las variables horas y bacterias e introducir estos datos.

b) Dibujar el diagrama de dispersién correspondiente. En vista del diagrama, ;qué tipo de modelo
crees que explicara mejor la relacién entre el nimero de bacterias y el tiempo transcurrido?

Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Graficos—Diagrama de dispersioén.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar como X la variable horas y como Y la variable bacterias,
y hacer click en el botén Aceptar.

¢) Calcular los modelos exponencial y cuadrético de las bacterias sobre las horas. ;Qué tipo de
modelo es el mejor?
Indicacién
Para el modelo exponencial:
1) Seleccionar el menu Teaching—Regresion—Regresién no lineal.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable bacterias como Variable dependiente y la
variable horas como Variable independiente.

3) Seleccionar como modelo el Exponencial.
4) Seleccionar Guardar modelo e introducir un nombre para el modelo y hacer click sobre el botén Aceptar.

Para el modelo cuadrético repetir los pasos pero seleccionando como modelo el Cuadratico. El modelo mejor
serd aquel que tenga un coeficiente de determinacién mayor.

d) Dibujar la curva del mejor de los modelos anteriores.

Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Graficos—Diagrama de dispersioén.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable bacterias como Variable Y y la variable horas
como Variable X.

3) En la solapa Linea de ajuste seleccionar la opcién Dibujar curva de regresién no lineal, elegir el
modelo exponencial y hacer click sobre el botén Aceptar.
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e) Segin el modelo anterior, jcudntas bacterias habrd al cabo de 3 horas y media del inicio del
cultivo? ;Y al cabo de 10 horas? ;Son fiables estas predicciones?

Indicacion

Seleccionar el mend Teaching—Regresién—Predicciones.
En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar el modelo de regresiéon exponencial construido antes.
Introducir los valores 3,5, 10 en el campo Predicciones para y hacer click sobre el botén Aceptar.

Como se trata de un modelo exponencial, las predicciones obtenidas corresponden al logaritmo de bac-
terias. Para obtener la prediccién de bacterias basta con aplicar la funcién exponencial a los valores
obtenidos.

f) Dar una prediccién lo més fiable posible del tiempo que tendria que transcurrir para que en el
cultivo hubiese 100 bacterias.

Indicacién
Para construir el modelo logaritmico:

1)
2)

3)
4)

Seleccionar el ment Teaching—Regresién—Regresién no lineal.

En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable horas como Variable dependiente y la variable
bacterias como Variable independiente.

Seleccionar como modelo el Logaritmico.

Seleccionar Guardar modelo e introducir un nombre para el modelo y hacer click sobre el botén Aceptar.

Para hacer la predicciéon:

)
2)
3)

Seleccionar el ment Teaching—Regresién—Predicciones.
En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar el modelo de regresién logaritmico construido antes.

Introducir el valor 100 en el campo Predicciones para y hacer click sobre el botén Aceptar.

2. Elfichero naciones.txt contiene informacién sobre el desarrollo de distintos paises (tasa de fertilidad,
tasa de uso de anticonceptivos, tasa de mortalidad infantil, producto interior bruto per capita y
continente). Se pide:

a) Importar el fichero naciones.txt en un conjunto de datos.

b) ;Entre qué variables existe relacién no lineal?

Indicacion

1)
2)

Seleccionar el ment Teaching— Graficos—Matriz de dispersién.
En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar todas las variables y hacer click sobre el botén Aceptar.

¢) Construir el mejor modelo de regresién de la tasa de mortalidad infantil sobre el producto interior
bruto. ;Cémo explicarias esta relacion?

Indicacion

1)
2)

3)
4)

Seleccionar el mend Teaching— —Regresién— Comparacién de modelos.

En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable mortalidad.infantil como Variable dependiente
y la variable pib como Variable independiente.

En la solapa Modelos de regresién seleccionar todos los modelos y hacer click sobre el botén Aceptar.

El mejor modelo aparece en primer lugar y es el que tenga el coeficiente de determinacién mayor.

d) Dibujar el modelo del apartado anterior.

Indicacion

1)
2)

3)

Seleccionar el ment Teaching—Graficos—Diagrama de Dispersién.

En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable mortalidad.infantil como Variable Y y la
variable pib como Variable X.

En la solapa Linea de ajuste seleccionar la opcién Dibujar curva de regresién no lineal, elegir el
mejor modelo y hacer click sobre el botén Aceptar.

3. El fichero dieta.txt contiene los datos de un estudio llevado a cabo por un centro dietético para
probar una nueva dieta de adelgazamiento. Para cada individuo se ha medido el nimero de dias
que lleva con la dieta, el nimero de kilos perdidos desde entonces y si realizé o no un programa de

ejercicios.

Se pide:
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a) Importar el fichero dieta.txt en un conjunto de datos.

b) Dibujar el diagrama de dispersién. Segtin la nube de puntos, jqué tipo de modelo explicaria
mejor la relacién entre los kilos perdidos y los dias de dieta?

Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Graficos—Diagrama de dispersién.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable dias como Variable X y la variable kilos y
como Variable Y, y hacer click en el botén Aceptar.

¢) Construir el modelo de regresién que mejor explique la relacién entre los kilos perdidos y los dias
de dieta.

Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Regresion— Comparacién de modelos.
2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable kilos como Variable dependiente y la variable
dias como Variable independiente.
3) En la solapa Modelos de regresién seleccionar todos los modelos y hacer click sobre el botén Aceptar.

4) El mejor modelo aparece en primer lugar y es el que tenga el coeficiente de determinacién mayor.

d) Dibujar el modelo del apartado anterior.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching— Graficos—Diagrama de Dispersién.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable kilos como Variable Y y la variable dias como
Variable X.

3) En la solapa Linea de ajuste seleccionar la opcién Dibujar curva de regresién no lineal, elegir el
mejor modelo y hacer click sobre el botén Aceptar.

e) Construir el modelo de regresién que mejor explique la relacién entre los kilos perdidos y los dias
de dieta para los que no hacen ejercicio.

Indicacién
Para ver qué modelo es mejor:
1) Seleccionar el menu Teaching—Regresion— Comparacién de modelos.
2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable kilos como Variable dependiente y la variable
dias como Variable independiente.
3) Seleccionar la opcién Filtro e introducir la condicién ejercicio=="no" en el campo Condicién de
selecciodn.
4) En la solapa Modelos de regresioén seleccionar todos los modelos y hacer click sobre el botén Aceptar.
5) El mejor modelo aparece en primer lugar y es el que tenga el coeficiente de determinacién mayor.
Para construir el modelo:
1) Seleccionar el ment Teaching—Regresién—Regresién no lineal.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable kilos como Variable dependiente y la variable
dias como Variable independiente.

3) Seleccionar la opcién Filtro e introducir la condicién ejercicio=="no" en el campo Condicién de
seleccidn.

4) Seleccionar Guardar modelo e introducir un nombre para el modelo y hacer click sobre el botén Aceptar.

f) Construir el modelo de regresién que mejor explique la relacién entre los kilos perdidos y los dias
de dieta para los que si hacen ejercicio.
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Indicacién
Para ver qué modelo es mejor:

1)
2)

3)

4)
5)

Seleccionar el mend Teaching—Regresién— Comparacién de modelos.

En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable kilos como Variable dependiente y la variable
dias como Variable independiente.

Seleccionar la opcién Filtro e introducir la condicién ejercicio=="si" en el campo Condicién de
seleccién.

En la solapa Modelos de regresién seleccionar todos los modelos y hacer click sobre el botén Aceptar.

El mejor modelo aparece en primer lugar y es el que tenga el coeficiente de determinacién mayor.

Para construir el modelo:

1)

Seleccionar el ment Teaching—Regresién—Regresién no lineal.

En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable kilos como Variable dependiente y la variable
dias como Variable independiente.

Seleccionar la opcién Filtro e introducir la condicién ejercicio=="si" en el campo Condicién de
seleccidn.

Seleccionar Guardar modelo e introducir un nombre para el modelo y hacer click sobre el botén Aceptar.

g) Utilizar el modelo construido para predecir el nimero de kilos perdidos tras 40 y 500 dias de
dieta, tanto para los que hacen ejercicio como para los que no. jSon fiables estas predicciones?

Indicacion

)
2)

3)

Seleccionar el ment Teaching—Regresién—Predicciones.

En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar el modelo de regresién construido antes para los que no
hacen ejercicio.

Introducir los valores 40, 500 en el campo Predicciones para y hacer click sobre el botén Aceptar.

Repetir los pasos anteriores seleccionando el modelo de regresién construido antes para los que si hacen ejercicio.

3 Ejercicios propuestos

1. La concentracién de un farmaco en sangre, C' en mg/dl, es funcién del tiempo, ¢ en horas, y viene
dada por la siguiente tabla:

Se pide:

C|25]36|48|64|86| 114 | 168

a) Segun el modelo exponencial, jqué concentracién de farmaco habria a las 4,8 horas? ;Es fiable
la prediccién? Justificar adecuadamente la respuesta.

b) Segun el modelo logaritmico, ;jqué tiempo debe pasar para que la concentracién sea de 100 mg/dl?

El fichero naciones.txt contiene informacién sobre el desarrollo de distintos paises (tasa de fertilidad,

tasa de uso de anticonceptivos, tasa de mortalidad infantil, producto interior bruto per capita y
continente). Se pide:

a) Importar el fichero naciones.txt en un conjunto de datos.

b) Construir el mejor modelo de regresién de la tasa de fertilidad sobre el producto interior bruto.
, Cémo explicarias esta relacion?

¢) Dibujar el modelo del apartado anterior.

d) ;Qué tasa de fertilidad le corresponde a una mujer que viva en un pafs con un producto interior
bruto per capita de 10000 $? ;Y si la mujer vive en Europa?
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Variables Aleatorias Discretas

1 Fundamentos tedricos

1.1 Variables Aleatorias

Se define una wvariable aleatoria asignando a cada resultado del experimento aleatorio un nimero.
Esta asignacion puede realizarse de distintas maneras, obteniéndose de esta forma diferentes variables
aleatorias. Asi, en el lanzamiento de dos monedas podemos considerar el nimero de caras o el nimero
de cruces. En general, si los resultados del experimento son numéricos, se tomaran dichos nimeros como
los valores de la variable, y si los resultados son cualitativos, se hard corresponder a cada modalidad un
ndmero arbitrariamente.

Formalmente, una wvariable aleatoria X es una funcién real definida sobre los puntos del espacio
muestral E de un experimento aleatorio.

X:E—R

De esta manera, la distribucién de probabilidad del espacio muestral E, se transforma en una dis-
tribucién de probabilidad para los valores de X.

El conjunto formado por todos los valores distintos que puede tomar la variable aleatoria se llama
Rango o Recorrido de la misma.

Las variables aleatorias pueden ser de dos tipos: discretas o continuas. Una variable es discreta cuando
s6lo puede tomar valores aislados, mientras que es continua si puede tomar todos los valores posibles de
un intervalo.

1.2 Variables Aleatorias Discretas (v.a.d.)

Se considera una v.a.d. X que puede tomar los valores z;, : = 1,2, ..., n.

Funcién de probabilidad

La distribucién de probabilidad de X se suele caracterizar mediante una funcién f(z), conocida como
funcion de probabilidad, que asigna a cada valor de la variable su probabilidad. Esto es

flz))=PX =), i=1,.,n

verificAndose que

Funcién de distribucion

Otra forma equivalente de caracterizar la distribucién de probabilidad de X es mediante otra funcién
F(z), lamada funcidn de distribucidn, que asigna a cada € R la probabilidad de que X tome un valor
menor o igual que dicho nimero x. Asi,

F(z)=P(X <a)= Y f(x:)

z; <z
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Tanto la funciéon de probabilidad como la funciéon de distribucién pueden representarse de forma
grafica, tal y como se muestra en la figura 6.1.

Lanzamiento de dos monedas Lanzamiento de dos monedas
1 (=]
ST —
< B
S z ST
3 ;
i
T = £ <
T o g o
= 3
o o = =
s % <]
Qo
2
— | o
S =
S} o
ST S
T T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 1.0 2.0
N de caras N° de caras
(a) Funcién de probabilidad. (b) Funcién de distribucién.

Figura 6.1 — Funcién de probabilidad y funcién de distribucién de la variable aleatoria X que mide el
numero de caras obtenido en el lanzamiento de dos monedas.

Estadisticos poblacionales

Los parametros descriptivos més importantes de una v.a.d. X son:

Media o Esperanza

B == > aif (a)

Varianza

Desviacion tipica

La media es una medida de tendencia central, mientras que la varianza y la desviacién tipica son
medidas de dispersién.
Entre las v.a.d. cabe destacar las denominadas Binomial y de Poisson.

Variable Binomial

Se considera un experimento aleatorio en el que puede ocurrir el suceso A o su contrario A, con
probabilidades p y 1 — p respectivamente.

Si se realiza el experimento anterior n veces, la v.a.d. X que recoge el numero de veces que ha ocurrido
el suceso A, se denomina Variable Binomial y se designa por X ~ B(n, p).
El recorrido de la variable X es {0,1,...,n} y su funcién de probabilidad viene dada por

n _
fz) = ( )pz 1-p"
cuya grafica se puede apreciar en la figura 6.2.
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Funcién de probabilidad de una binomial B(10,0,5)

Probabilidad f(z)

Figura 6.2 — Funcién de probabilidad de una variable aleatoria binomial de 10 repeticiones y proba-
bilidad de éxito 0.5

A partir de la expresion anterior se puede demostrar que

= np
0% =np(1 - p)

o= +y/np(l - p)

En el caso particular de que el experimento se realice una sola vez, la variable aleatoria recibe el
nombre de Variable de Bernouilli. Una variable Binomial X ~ B(n, p) se puede considerar como suma de
n variables de Bernouilli idénticas con distribucién B(1, p).

Variable de Poisson

Las variables de Poisson surgen de la observacion de un conjunto discreto de fenémenos puntuales
en un soporte continuo de tiempo, longitud o espacio. Por ejemplo: n® de llamadas que llegan a una
centralita telefénica en un tiempo establecido, n° de hematies en un volumen de sangre, etc. Se supone
ademds que en un soporte continuo suficientemente grande, el nimero medio de fenémenos ocurridos por
unidad de soporte considerado, es una constante que designaremos por .

A lav.a.d. X, que recoge el nimero de fenémenos puntuales que ocurren en un intervalo de amplitud
establecida, se le denomina Variable de Poisson y se designa por X ~ P(\).

El recorrido de la variable X es {0,1,2, ...}, no existiendo un valor mdximo que pueda alcanzar. Su
funcién de probabilidad viene dada por

ATy
fl@)=—
y su gréfica aparece en la figura 6.3
Se puede demostrar que
p=A
o2 =)\

La distribucién de Poisson aparece como limite de la distribucién Binomial cuando el nimero n de
repeticiones del experimento es muy grande y la probabilidad p de que ocurra el suceso A considerado
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Funcién de probabilidad de una Poisson P(4)

Probabilidad f(z)
0.10
1

S
S
o
O'_
S T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12
X

Figura 6.3 — Funcién de probabilidad de una variable aleatoria Poisson de media A = 4

es muy pequena. Por ello, la distribuciéon de Poisson se llama también Ley de los Casos Raros. En la
préactica se considera aceptable realizar los calculos de probabilidades correspondientes a una variable
B(n, p) mediante las férmulas correspondientes a una variable P(\) con A = np, siempre que n > 50 y
p <0,1.
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2 Ejercicios resueltos

1. La ley de los grandes niimeros establece que cuando un experimento aleatorio se repite de manera
indefinida, la frecuencia relativa de cada suceso tiende a estabilizarse en torno a un valor que es la
probabilidad del suceso. Para comprobar la ley se realiza un experimento que consiste en lanzar un
dado varias veces y anotar la frecuencia relativa de cada cara. Se pide:

a) Lanzar el dado 10 veces y calcular las frecuencias relativas de las caras obtenidas y el diagrama
de barras asociado.
Indicacién
Para generar los 10 lanzamientos del dado:
1) Seleccionar el ment Teaching— Simulaciones—Lanzamiento de dados.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir 10 en el campo Nimero de lanzamientos, introducir un
nombre para el conjunto de datos y hacer click en el botén Aceptar.

Para observar las frecuencias:
1) Seleccionar el mend Teaching—Distribucién de frecuencias—Tabla de frecuencias.
2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar como variable a tabular la variable dadol y hacer click
en el botén Aceptar.
3) Seleccionar el menu Teaching—Graficos—Diagrama de barras.
4) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable dadol.

5) En la solapa Opciones de las barras seleccionar la opcién Frecuencias relativas y hacer click en el
botén Aceptar.

6) Observar las diferencias entre las frecuencias relativas y en la altura de las barras.

b) Repetir el apartado anterior para 100, 1000 y 1000000 lanzamientos. {Se cumple la ley de los
grandes nimeros? ;En torno a qué valor se estabilizan las frecuencias relativas?

2. Sea X la variable que mide el niimero de caras obtenidas al lanzar 10 monedas. Para ver de manera
experimental la distribucién de probabilidad de X se realiza un experimento aleatorio que consiste
en lanzar varias veces las 10 monedas y anotar el nimero de caras obtenido en cada lanzamiento. Se
pide:

a) Lanzar las 10 monedas 1000 veces y calcular las frecuencias relativas de las caras obtenidas y el
diagrama de barras asociado.
Indicacién
Para generar los lanzamientos de monedas:

1) Seleccionar el ment Teaching— Simulaciones—Lanzamiento de monedas.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir 10 en el campo Nimero de monedas, 1000 en el campo
Nimero de lanzamientos, introducir un nombre para el conjunto de datos y hacer click en el botén
aceptarAceptar.

Para calcular las frecuencias relativas:
1) Seleccionar el ment Teaching—Distribucién de frecuencias—Tabla de frecuencias.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar como variable a tabular la variable sum y hacer click en
el botén Aceptar.

Para dibujar el diagrama de barras:
1) Seleccionar el ment Teaching—Graficos—Diagrama de barras.
2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable sum.

3) En la solapa Opciones de las barras marcar la opcién Frecuencias relativas y hacer click en el botén
Aceptar.

b) Generar la distribucién de probabilidad de una variable Binomial B(10, 0,5) y compararla con
la distribucién de frecuencias relativas del apartado anterior.

Indicacién
1) Seleccionar el mend teaching—Distribuciones—Discretas—Binomial—Probabilidades.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 en el campo Valores de la
variable, itroducir 10 en el campo Nimero de repeticiones, 0,5 en el campo Probabilidad de éxito,y
hacer click en el botén Aceptar.
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¢) Dibujar la gréfica de la funcién de probabilidad de la Binomial X ~ B(10, 0,5) y compararla
con el diagrama de barras de frecuencias relativas del primer apartado.

Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Distribuciones—Discretas—Binomial—+Grafico de probabilidad.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir 10 en el campo Nimero de repeticiones, 0,5 en el campo
Probabilidad de éxito y hacer click en el botén Aceptar.

d) Dibujar la gréfica de la funcién de distribucién.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Distribuciones—Discretas—Binomial—Grafico de probabilidad.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir 10 en el campo Nimero de repeticiones, 0,5 en el campo
Probabilidad de éxito, seleccionar la opciéon Funcién de distribucién y hacer click en el botén Aceptar.

e) Calcular P(X =7).

Indicacién
1) Seleccionar el mend teaching—Distribuciones—Discretas—Binomial—Probabilidades.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir 7 en el campo Valores de la variable, itroducir 10 en
el campo Numero de repeticiones, 0,5 en el campo Probabilidad de éxito, y hacer click en el botén
Aceptar.

f) Calcular P(X < 4).

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Distribuciones—Discretas—Binomial—Probabilidades.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir 4 en el campo Valores de la variable, 10 en el campo
Nimero de repeticiones, 0,5 en el campo Probabilidad de éxito.

3) Seleccionar la opcién Probabilidades acumuladas y hacer click en el botén Aceptar.

g) Calcular P(X > 5).

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Distribuciones—Discretas—Binomial—Probabilidades.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir 5 en el campo Valores de la variable, 10 en el campo
Nimero de repeticones, 0,5 en el campo Probabilidad de éxito.

3) Seleccionar la opcién Probabilidades acumuladas, seleccionar la opcién derecha en el campo cola de
acumulacién y hacer click en el botén Aceptar.

h) Calcular P(2 < X < 9).

Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Distribuciones—Discretas—Binomial—Probabilidades.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir los valores 1, 8 en el campo Valores de la variable, 10
en el campo Nimero de repeticiones, 0,5 en el campo Probabilidad de éxito.

3) Seleccionar la opcién Probabilidades acumuladas y hacer click en el botén Aceptar.

La probabilidad del intervalo P(2 < X < 9) es la resta de las probabilidades obtenidas P(X < 9) = P(X < 8)
yP(X<2)=P(X<1).

3. El nimero de nacimientos diarios en una determinada poblacién sigue una distribuciéon de Poisson de
media 6 nacimientos al dia. Se pide:

a) Dibujar la grafica de la funcién de probabilidad.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Distribuciones—Discretas—Poisson—Grafico de probabilidad.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir el valor 6 en el campo Media y hacer click en el botén
Aceptar.
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b) Dibujar la grafica de la funcién de distribucién.

Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Distribuciones—Discretas—Poisson—Grafico de probabilidad.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir el valor 6 en el campo Media, marcar la opcién Funcién
de distribucién y hacer click en el botén Aceptar.

¢) Calcular la probabilidad de un dia haya 1 nacimiento.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Distribuciones—Discretas—Poisson—>Probabilidades.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir el valor 1 en el campo Valores de la variable, introducir
el valor 6 en el campo Media, y hacer click en el botén Aceptar.

d) Calcular la probabilidad de que un dia haya menos de 6 nacimientos.

Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Distribuciones—Discretas—Poisson—Probabilidades.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir 5 en el campo Valores de la variable y 6 en el campo
Media.

3) Seleccionar la opcién Probabilidades acumuladas y hacer click en el botén Aceptar.

e) Calcular la probabilidad de que un dia haya 4 o mds nacimientos.

Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Distribuciones—Discretas—Poisson—Probabilidades.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir 3 en el campo Valores de la variable y 6 en el campo
Media.

3) Seleccionar la opcién Probabilidades acumuladas, seleccionar la opcién derecha en el campo cola de
acumulacién y hacer click en el botén Aceptar.

f) Calcular la probabilidad de que un dia haya entre 4 y 8 nacimientos, inclusives.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Distribuciones—Discretas—Poisson—Probabilidades.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir los valores 3, 8 en el campo Valores de la variable y
6 en el campo Media.

3) Seleccionar la opcién Probabilidades acumuladas y hacer click en el botén Aceptar.

La probabilidad del intervalo P(4 < X < 8) es la resta de las probabilidades obtenidas P(X < 8) y P(X <
4) = P(X <3).

4. La ley de los casos raros dice que en una distribucién Binomial B(n, p), cuando n > 30y p < 0,1 la
distribucién se parece mucho a una distribucién Poisson P(np). Para comprobar hasta qué punto se
parecen esta distribuciones, se pide:

a) Generar la distribucién de probabilidad de una variable Binomial B(30,0,1).

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Distribuciones—Discretas—Binomial—Probabilidades.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir los valores 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 en el campo Valores de
la variable, introducir el valor 30 en el campo Nimero de repeticiones, 0,1 en el campo Probabilidad
de éxito y hacer click en el botén Aceptar.

b) Generar la distribucién de probabilidad de una variable Poisson P(3) y compararla con la de la
binomial B(30,0,1).
Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Distribuciones—Discretas—Poisson—Probabilidades.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir los valores 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 en el campo Valores de
la variable, introducir el valor 3 en el campo Media y hacer click en el botén Aceptar.
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¢) Generar la distribucién de probabilidad de una variable Binomial B(100,0,03) y compararla con
la de la Poisson P(3). ;Se parecen mds estas distribuciones que las anteriores?

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Distribuciones—Discretas—Binomial—Probabilidades.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir los valores 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 en el campo Valores de la
variable, introducir el valor 100 en el campo Nimero de repeticiones, 0,03 en el campo Probabilidad
de éxito y hacer click en el botén Aceptar.

d) Dibujar las gréficas de las distribuciones anteriores y ver cudles se parecen mds. jSe cumple la
ley de los casos raros?
Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Simulaciones—Ley de los casos raros.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, desplazar el deslizador de n hasta 30 y el de p hasta 0.1.
3) Después desplazar el deslizador de n hasta 100 y el de p hasta 0.03.

3 Ejercicios propuestos

1. Al lanzar 100 veces una moneda, jcudl es la probabilidad de obtener entre 40 y 60 caras inclusive?

2. La probabilidad de curacién de un paciente al ser sometido a un determinado tratamiento es 0,85.
Calcular la probabilidad de que en un grupo de 6 enfermos sometidos a tratamiento:
a) Se curen la mitad.
b) Se curen al menos 4.

3. La probabilidad de que al administrar una vacuna dé una determinada reaccién es 0,001. Si se vacunan
2000 personas ;jcudl es la probabilidad de que aparezca alguna reaccién adversa?

4. El ntimero medio de llamadas por minuto que llegan a una centralita telefénica es igual a 120. Se pide:

a) Dar la distribucién de probabilidad del niimero de llamadas en 2 segundos y dibujar su gréfica.
b) Calcular al probabilidad de que durante 2 segundos lleguen a la centralita menos de 4 llamadas.
¢) Calcular la probabilidad de que durante 3 segundos lleguen a la centralita 3 llamadas como

minimo.

5. Se sabe que la probabilidad de que aparezca una bacteria en un mm? de cierta disolucién es de 0,002.
Si en cada mm? a los sumo puede aparecer una bacteria, determinar la probabilidad de que en un
cm?® haya como méximo 5 bacterias.
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Variables Aleatorias Continuas

1 Fundamentos tedricos

1.1 Variables Aleatorias

Se define una wvariable aleatoria asignando a cada resultado del experimento aleatorio un nimero.
Esta asignaciéon puede realizarse de distintas maneras, obteniéndose de esta forma diferentes variables
aleatorias. Asi, en el lanzamiento de dos monedas podemos considerar el nimero de caras o el nimero
de cruces. En general, si los resultados del experimento son numéricos, se tomaran dichos niimeros como
los valores de la variable, y si los resultados son cualitativos, se hara corresponder a cada modalidad un
ndmero arbitrariamente.

Formalmente, una wvariable aleatoria X es una funcién real definida sobre los puntos del espacio
muestral £ de un experimento aleatorio.

X:E—=R

De esta manera, la distribucién de probabilidad del espacio muestral E, se transforma en una dis-
tribucién de probabilidad para los valores de X.

El conjunto formado por todos los valores distintos que puede tomar la variable aleatoria se llama
Rango o Recorrido de la misma.

Las variables aleatorias pueden ser de dos tipos: discretas o continuas. Una variable es discreta cuando
s6lo puede tomar valores aislados, mientras que es continua si puede tomar todos los valores posibles de
un intervalo.

1.2 Variables Aleatorias Continuas (v.a.c.)

Se considera una v.a.c. X. En este tipo de variables, a diferencia de las discretas, la probabilidad de
que la variable tome un valor aislado cualquiera es nula, y sélo hablaremos de probabilidades asociadas
a intervalos.

Funcién de densidad

La distribucidn de probabilidad de X se suele caracterizar mediante una funcién f(z), conocida como
funcion de densidad. Formalmente, una funcién de densidad es una funcién no negativa, integrable en

R, que cumple
o0
/ flx)dz =1
— 00

A partir de esta funcién, se puede calcular la probabilidad de que el valor de la variable pertenezca a
un intervalo [a, b], midiendo el drea encerrada por dicha funcién y el eje de abscisas entre los limites del
intervalo, como se observa en la figura 7.1, es decir

P(angb):/bf(x)dx
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Densidad de probabilidad f(x)

X

Figura 7.1 — En una v.a.c. la probabilidad asociada a un intervalo [a, b], es el drea que queda encerrada
por la funcién de densidad y el eje de abscisas entre los limites del intervalo.

Funcién de distribucion

Otra forma equivalente de caracterizar la distribucién de probabilidad de X es mediante otra funcién
F(z), lamada funcidn de distribucidn, que asigna a cada € R la probabilidad de que X tome un valor
menor o igual que dicho nimero z. Asi,

Flz) = P(X <z) = /_ C

A partir de la definicién anterior es claro que la probabilidad de que la variable tome un valor en el
intervalo [a,b] puede calcularse a partir de la funcién de distribucién de la siguiente forma:

b b a
Pla< X <b) = / f(@)da = / f(x)da— / f(x)dz =F(b) - F(a)

Estadisticos poblacionales

Los parametros descriptivos mas importantes de una v.a.c. X son:

Media o Esperanza

EX]=p= /00 xf(x)dx

—00

Varianza

VIX|=o? = [ o= [ Ry

— 00 — 00

Desviacién tipica
D[X]=0=+Vo?

La media es una medida de tendencia central, mientras que la varianza y la desviacién tipica son
medidas de dispersién.
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Distribucién Uniforme Continua

Una v.a.c. X se dice que sigue una Distribucion Uniforme Continua de pardametros a y b, y se designa
por X ~ Ul(a, b), si su recorrido es el intervalo [a, b] y su funcién de densidad es

_1 Ta< <
f(x){ba sia<x<b,

0 en el resto

Esta funcién es constante en el intervalo [a, b] y nula fuera de él. Se cumple que

a+b b—a

+—.
2 V12

Distribucién Uniforme U(0,1)

1.2

1.0

Densidad f(z)
0.6

0.4

0.2

0.0
1

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X

Figura 7.2 — Funcién de densidad de una variable aleatoria uniforme continua U (0, 1).

Distribucién Normal

Una v.a.c. X se dice que sigue una Distribucion Normal o Gaussiana de media u y desviacion tipica
o,y se designa por X ~ N(u, o), si su recorrido es todo R y su funcién de densidad es

1 _@=w?
e 202

f(@) oV2m

Esta funcién tiene forma acampanada y es simétrica con respeto a la media pu.

La distribucién Normal es la distribucién continua méas importante, ya que muchos de los fenémenos
que aparecen en la naturaleza presentan esta distribucién. Ello es debido a que, como establece el Teorema
Central del Limite, cuando los resultados de un experimento estan influidos por muchas causas indepen-
dientes que actian sumando sus efectos, se puede esperar que dichos resultados sigan una distribucién
normal.

La v.a.c normal de media 0 y desviacién tipica 1, Z ~ N(0,1), se conoce como variable normal
estdndar o tipificada y se utiliza muy a menudo. Su funcién de densidad aparece en la figura 7.3(a) y su
funcién de distribucién en la figura 7.3(b).

Distribucién Chi-cuadrado
Si Zy,...,Z, son n v.a.c. normales estandar independientes, entonces la variable

X=7{+---4+27°
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Distribucién normal estdndar N(p = 0,0 = 1) Distribucién normal estdndar N(u = 0,0 = 1)
8 <
= S
= ST =]
E —~
= ®
2 Ao
= I O
T 3] 3
= E
3 = o
< o o
w «
g EE
(=) 7 <
E
Q
- =
ST [P
o
o o
ST ST
T T T T T T T T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
X X
(a) Funcién de densidad. (b) Funcién de distribucién.

Figura 7.3 — Funcién de densidad y funcién de distribucién de la variable aleatoria continua Z Normal
de media 0 y desviacién tipica 1 Z ~ N(0, 1)

Distintas distribuciones chi-cuadrado

Densidad f(x)
0.15 0.20 0.25
1 ! 1

0.10
I

0.05
1

X

Figura 7.4 — Funcién de densidad de una variable aleatoria Chi cuadrado de 6 grados de libertad

se dice que sigue una distribucién Chi-cuadrado con n grados de libertad, y se nota X ~ x2(n).

Se cumple que

=n

+v2n

Q
I

La distribucién Chi-cuadrado se utiliza en inferencia estadistica para céalculos de intervalos de confi-
anza y contrastes de hipétesis sobre la varianza de la poblacién.
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Distribuciéon T de Student

Si Z es una v.a.c. normal estdndar y X es una v.a.c chi-cuadrado con n grados de libertad, ambas
variables independientes, entonces la variable

Z
VX/n

se dice que sigue una distribucién T de Student con n grados de libertad, y se nota T ~ T'(n).

Distintas distribuciones t de student

<
o
T(1
— T(3
T(10)
|
o

Densidad f(x)
0.2

0.1

0.0
1

Figura 7.5 — Funcién de densidad de una variable aleatoria t de student de 10 grados de libertad

Esta variable es muy parecida a la normal estandar pero un poco menos apuntada, y se parece mas
a ésta a medida que aumentan los grados de libertad, de manera que para n > 30 ambas distribuciones
se consideran practicamente iguales. Se cumple que
p=20
oc=+4++v/n/(n—2) conn>2

La distribucién T' de Student se utiliza en inferencia estadistica para calculos de intervalos de confianza
y contrastes de hipotesis sobre la media de la poblacién.

Distribucién F' de Fisher-Snedecor

Si X e Y son dos v.a.c chi-cuadrado con m y n grados de libertad respectivamente, ambas variables
independientes, entonces la variable

X/m
F= Y/n

se dice que sigue una distribucién F' de Fisher-Snedecor con m y n grados de libertad, y se denota
F ~ F(m,n).

n 2n2(m+n—2) con > 4
o= nn
m(n —2)%(n — 4)
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Distintas distribuciones F de Fisher-Snedecor

F(3,3)
&4 — F(10,5)
F(10,20)
Ne)
B ST
=
gl
<
T
£ o
o5}
(]

/

Figura 7.6 — Funcién de densidad de una variable aleatoria F de Fisher-Snedecor de 6 y 8 grados de

libertad
. L. 1 .
De la definicién se deduce fécilmente que F(m,n) = ﬁ’ y si llamamos F(m,n), al valor que
n,m
cumple que P(F(m,n) < F(m,n),) = p, entonces se verifica
1
Fim,n)y = ———
( );U F(?’L, m)lfp

La distribucién F' de Fisher-Snedecor se utiliza en inferencia estadistica para cédlculos de intervalos
de confianza y contrastes de hipétesis sobre el cociente de varianzas de dos poblaciones, y en analisis de
la varianza.
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2 Ejercicios resueltos

1. Supongase que un autobus pasa por una parada cada 15 minutos y que una persona puede llegar
a la parada en cualquier instante, entonces la variable que mide el tiempo que la persona espera al
autobis es una variable Uniforme contnua U(0,15), ya que cualquier valor entre 0 y 15 minutos es
equiprobable. Se pide:

a) Dibujar la grafica de la funcién de densidad de la Uniforme X ~ U(0,15).

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Distribuciones—Continuas—Uniforme—Grafico de probabilidad.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir el valor 0 en el campo Minimo, 15 en el campo Maximo y
hacer click en el botén Aceptar.

b) Dibujar la grafica de la funcién de distribucién.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Distribuciones—Continuas—Uniforme —Grafico de probabilidad.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir el valor 0 en el campo Minimo, 15 en el campo Maximo,
marcar la opcién Funcién de distribucién y hacer click en el botén Aceptar.

¢) Calcular la probabilidad de esperar al autobis menos de 5 minutos.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Distribuciones—Continuas—Uniforme—Probabilidades.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir el valor 5 en el campo Valores de la variable, 0 en el
campo Minimo, 15 en el campo Maximo y hacer click en el botén Aceptar.

d) Calcular la probabilidad de esperar al autobts mds de 12 minutos.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Distribuciones—Continuas—Uniforme—Probabilidades.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir el valor 12 en el campo Valores de la variable, O en el
campo Minimo, 15 en el campo Maximo, seleccionar la opcién derecha en el campo cola de acumulacién
y hacer click en el botén Aceptar.

e) Calcular la probabilidad de esperar al autobts entre 5 y 10 minutos.

Indicacién
1) Seleccionar el mend Teaching—Distribuciones—Continuas—Uniforme—Probabilidades.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir los valores 10, 5 en el campo Valores de la variable, O
en el campo Minimo, 15 en el campo Maximo y hacer click en el botén Aceptar.

La probabilidad del intervalo P(5 < X < 10) es la resta de las probabilidades obtenidas P(X < 10)—P(X < 5).

f) i(Por debajo de qué tiempo esperard al autobis la mitad de las veces?

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Distribuciones—Continuas—Uniforme—Cuantiles.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir la probabilidad 0.5 en el campo Probabilidades
acumuladas, 0 en el campo Minimo, 15 en el campo Maximo y hacer click en el botén Aceptar.

g) ¢Por encima de qué tiempo esperard al autobts el 10 % de las veces?
Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Distribuciones—Continuas—Uniforme—Cuantiles.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir la probabilidad 0.1 en el campo Probabilidades
acumuladas, 0 en el campo Minimo, 15 en el campo Maximo, seleccionar la opcién derecha en el cam-
po cola de acumulacién y hacer click en el botén Aceptar.

2. La variable aleatoria normal de media 0 y desviacién tipica 1, Z ~ N(0,1), se conoce como normal
estandar y es la variable normal mas importante. Se pide:
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a)

Dibujar la gréafica de la funcién de densidad.
Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Distribuciones—Continuas—Normal—Grafico de probabilidad.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir el valor 0 el campo Media, 1 en el campo Desviacién
tipica y hacer click en el botén Aceptar.

., Cémo afectan los dos parametros de la normal, su media y su desviacién tipica, a la forma de
la campana de Gauss?
Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Distribuciones—Continuas—Normal—Grafico de probabilidad.
2

)
3) Incrementar el valor de la media y ver cémo cambia la forma de la campana.
4)

En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la opcién Previsualizar.
Después disminuir el valor de la desviacién tipica y ver como cambia la forma de la campana.

Dibujar la grafica de la funcién de distribucién.
Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Distribuciones—Continuas—Normal—Grafico de probabilidad.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir el valor 0 en el campo Media, 1 en el campo Desviacién
tipica, marcar la opciéon Funcién de distribucién y hacer click en el botén Aceptar.

Calcular la probabilidad de que la normal estandar tome un valor menor que —1.
Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Distribuciones— Continuas— Normal—Probabilidades.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir el valor —1 en el campo Valores de la variable, 0 en
el campo Media, 1 en el campo Desviacién tipica, y hacer click en el botén Aceptar.

Calcular la probabilidad de que la normal estdndar tome un valor mayor que 1.
Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Distribuciones—Continuas—Normal—Probabilidades.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir el valor 1 en el campo Valores de la variable, 0 en
el campo Media, 1 en el campo Desviacién tipica, seleccionar la opcién derecha en el campo cola de
acumulacién y hacer click en el botén Aceptar.

Calcular la probabilidad de que la normal estindar tome un valor entre —1 (la media menos la
desviacién tipica) y 1 (la media mds la desviacién tipica).
Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Distribuciones—Continuas—Normal—Probabilidades.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir los valores 1, —1 en el campo Valores de la variable,
0 en el campo Media, 1 en el campo Desviacién tipica y hacer click en el botén Aceptar.

La probabilidad del intervalo P(—1 < Z < 1) es la resta de las probabilidades obtenidas P(Z < 1)—P(Z < —1).

Calcular la probabilidad de que la normal estdndar tome un valor entre —2 (la media menos dos
veces la desviacién tipica) y 2 (la media més dos veces la desviacién tipica).
Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Distribuciones—Continuas—Normal—Probabilidades.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir los valores 2, —2 en el campo Valores de la variable,
0 en el campo Media, 1 en el campo Desviacién tipica y hacer click en el botén Aceptar.

La probabilidad del intervalo P(—2 < Z < 2) es la resta de las probabilidades obtenidas P(Z < 2)—P(Z < —2).

Calcular la probabilidad de que la normal estdndar tome un valor entre —3 (la media menos tres
veces la desviacion tipica) y 3 (la media mds tres veces la desviacién tipica).
Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Distribuciones— Continuas—Normal—Probabilidades.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir los valores 3, —3 en el campo Valores de la variable,
0 en el campo Media, 1 en el campo Desviacién tipica y hacer click en el botén Aceptar.

La probabilidad del intervalo P(—3 < Z < 3) es la resta de las probabilidades obtenidas P(Z < 3)—P(Z < —3).
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i) Calcular los cuartiles.

Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Distribuciones—Continuas— Normal—Cuantiles.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir las probabilidades 0.25, 0.5, 0.75 en el campo
Probabilidades acumuladas, 0 en el campo Media, 1 en el campo Desviacién tipica y hacer click en el
botén Aceptar.

j) Calcular el valor que deja acumulada por debajo una probabilidad 0,95.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Distribuciones—Continuas—Normal—Cuantiles.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir la probabilidad 0.95 en el campo Probabilidades
acumuladas, 0 en el campo Media, 1 en el campo Desviacién tipica y hacer click en el botéon Acep-
tar.

k) Calcular el valor que deja acumulada por encima una probabilidad 0,025.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Distribuciones—Continuas—Normal—Cuantiles.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir la probabilidad 0.025 en el campo Probabilidades
acumuladas, 0 en el campo Media, 1 en el campo Desviacién tipica, seleccionar la opcién derecha
en el campo cola de acumulacién y hacer click en el botén Aceptar.

3. El teorema central del limite establece que la variable resultante de sumar 30 o méas variables inde-
pendientes sigue una distribucién normal de media la suma de las medias de cada una de las variables
y de varianza la suma de sus varianzas. Esta es la explicacién de que una gran parte de las variables
continuas que aparecen en la naturaleza sean variables normales. Para observar de manera experimen-
tal el teorema central del limite se realiza un experimento que consiste en lanzar varios dados muchas
veces y sumar los valores obtenidos. Se pide:

a) Simular el lanzamiento de un dado 100000 veces y dibujar el diagrama de barras asociado. ; Tiene
forma de campana de Gauss?
Indicacién
Para generar los lanzamientos del dado:
1) Seleccionar el menu Teaching —Simulaciones—Lanzamiento de dados.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir 1 en el campo Nimero de dados, introducir 100000 en
el campo Nimero de lanzamientos, seleccionar la opcién Incluir suma, introducir un nombre para el
conjunto de datos y hacer click en el botén Aceptar.

Para dibujar el diagrama de barras:
1) Seleccionar el menu Teaching—Graficos—Diagrama de barras.
2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable sum.

3) En la solapa Opciones de las barras, seleccionar la opcién Frecuencias relativas y hacer click en el
botén Aceptar.

b) Repetir el apartado anterior con 2 y 30 dados. jSe cumple el teorema central del limite?

4. La suma de n variables normales estandar independientes elevadas al cuadrado es una variable con
distribucién Chi-cuadrado con n grados de libertad x?(n). Sea X una variable Chi-cuadrado con 6
grados de libertad x?(6). Se pide:

a) Dibujar la gréfica de la funcién de densidad.

Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Distribuciones—Continuas— Chi-cuadrado—Grafico de
probabilidad.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir el valor 6 en el Grados de libertad y hacer click en el
botén Aceptar.
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b) Calcular la probabilidad de que la variable tome un valor menor que 6.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Distribuciones—Continuas— Chi-cuadrado—Probabilidades.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir el valor 6 en el campo Valores de la variable, 6 en el
campo Grados de libertad y hacer click en el botén Aceptar.

¢) Calcular el valor que deja acumulada por debajo una probabilidad 0,05.

Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Distribuciones—Continuas— Chi-cuadrado—Cuantiles.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir la probabilidad 0.05 en el campo Probabilidades
acumuladas, 6 en el campo Grados de libertad y hacer click en el botén Aceptar.

d) Calcular el valor que deja acumulada por arriba una probabilidad 0,1.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Distribuciones— Continuas— Chi-cuadrado—Cuantiles.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir la probabilidad 0.1 en el campo Probabilidades, 6 en
el campo Grados de libertad, seleccionar la opcién derecha en el campo cola de acumulacién y hacer
click en el botén Aceptar.

5. La variable que se obtiene al dividir una normal estandar entre la raiz de una variable Chi-cuadrado
de n grados de libertad dividida por n, sigue una distribucién ¢ de student de n grados de libertad
T'(n). Sea X una variable ¢ de student de 8 grados de libertad T'(8). Se pide:

a) Dibujar la gréfica de la funcién de probabilidad y compararla con la de la normal esténdar.

Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Distribuciones—Continuas—T de student—Grafico de
probabilidad.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir el valor 8 en el campo Grados de libertad y hacer click
en el botén Aceptar.

b) Calcular el percentil octavo.

Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Distribuciones—Continuas—T de student—Cuantiles.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir la probabilidad 0.08 en el campo Probabilidades
acumuladas, 8 en el campo Grados de libertad y hacer click en el botén Aceptar.

¢) Calcular el valor por encima del cual estd el 5% de la poblacién.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Distribuciones—Continuas—T de student—Cuantiles.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir la probabilidad 0.05 en el campo Probabilidades, 8 en
el campo Grados de libertad, seleccionar la opcién derecha en el campo cola de acumulacién y hacer
click en el botén Aceptar.

6. La variable resultante de dividir una variable Chi-cuadrado de n grados de libertad dividida por
n, entre una variable Chi-cuadrado de m grados de libertad dividida por m, sigue un modelo de
distribucién F' de Fisher de n y m grados de libertad F(n,m). Sea X una variable F' de Fisher de 10
y 20 grados de libertad F(10,20). Se pide:

a) Dibujar la gréfica de la funcién de densidad

Indicacién
1) Seleccionar el mend Teaching—Distribuciones—Continuas—F de Fisher—Grafico de probabilidad.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir 10 el campo Grados de libertad del numerador, intro-
ducir 20 en el campo Grados de libertad del denominador y hacer click en el botén Aceptar.
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b) Calcular la probabilidad acumulada por encima de 1.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Distribuciones—Continuas—F de Fisher—Probabilidades.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir el valor 1 en el campo Valores de la variable, 10 en
el campo Grados de libertad del numerador, 20 en el campo Grados de libertad del denominador,
seleccionar la opcién derecha en el campo cola de acumulacién y hacer click en el botén Aceptar.

c¢) Calcular el rango intercuartilico.

Indicacién
1) Seleccionar el mend Teaching—Distribuciones— Continuas—F de Fisher—Cuantiles.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir las probabilidades 0.75, 0.25 en el campo Probabilidades,
10 en el campo Grados de libertad del numerador, 20 en el campo Grados de libertad del
denominador y hacer click en el botén Aceptar.

El rango intercuartilico es la resta de los valores obtenidos correspondientes al tercer y primer cuartiles.

3 Ejercicios propuestos

1. Entre los diabéticos, el nivel de glucosa en la sangre en ayunas X, puede suponerse de distribucion
aproximadamente normal, con media 106mg/100ml y desviacién tipica 8mg/100ml.
a) Hallar P(X < 120mg/100ml)
b) (Qué porcentaje de diabéticos tendra niveles entre 90 y 120mg/100ml?
¢) Encontrar un valor que tenga la propiedad de que el 25% de los diabéticos tenga un nivel de

glucosa por debajo de dicho valor.

2. Se sabe que el nivel de colesterol en varones de més de 30 anos de una determinada poblacién sigue
una distribucién normal, de media 220mg/dl y desviacién tipica 30mg/dl. Si la poblacién tiene 20000
varones mayores de 30 anos,

a) {Cudntos se espera que tengan su nivel de colesterol entre 210mg/dl y 240mg/d1?
b) ;Cudntos se espera que tengan su nivel de colesterol por encima de 250mg/dl1?
¢) ;Cuél serd el nivel de colesterol por encima del cual se espera que esté el 20 % de la poblacién?

3. Calcular la probabilidad de obtener entre 40 y 60 caras, inclusive, al lanzar 100 veces una moneda.
Utilizar la aproximacién de la distribucién binomial mediante una normal.
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Practica de Estadistica con R 8

Intervalos de Confianza

para Medias y Proporciones

1 Fundamentos teoricos

1.1 Inferencia Estadistica y Estimacién de Parametros

El objetivo de un estudio estadistico es doble: describir la muestra elegida de una poblacién en la
que se quiere estudiar alguna caracteristica, y realizar inferencias, es decir, sacar conclusiones y hacer
predicciones sobre la poblacién de la que se ha extraido dicha muestra.

La metodologia que conduce a obtener conclusiones sobre la poblacién, basadas en la informacién
contenida en la muestra, constituye la Inferencia Estadistica.

Puesto que la muestra contiene menos informacién que la poblacién, las predicciones seran aproxi-
madas. Por eso, uno de los objetivos de la inferencia estadistica es determinar la probabilidad de que
una conclusién obtenida a partir del andlisis de una muestra sea cierta, y para ello se apoya en la teoria
de la probabilidad.

Cuando se desea conocer el valor de alguno de los parametros de la poblacién, el procedimiento a
utilizar es la Estimacion de Pardmetros, que a su vez se divide en Estimacion Puntual, cuando se da un
tnico valor como estimacién del parametro poblacional considerado, y Estimacion por Intervalos, cuando
interesa conocer no sélo un valor aproximado del pardmetro sino también la precision de la estimacion. En
este dltimo caso el resultado es un intervalo, dentro del cual estard, con una cierta confianza, el verdadero
valor del pardametro poblacional. A este intervalo se le denomina intervalo de confianza. A diferencia de
la estimacién puntual, en la que se utiliza un tnico estimador, en la estimacién por intervalo se emplean
dos estimadores, uno para cada extremo del intervalo.

1.2 Intervalos de Confianza

Dados dos estadisticos muestrales Ly y Lo, se dice que el intervalo I = (L1, L2) es un Intervalo de
Confianza para un pardmetro poblacional 8, con nivel de confianza 1 — a (o nivel de significacion ), si
la probabilidad de que los estadisticos que determinan los limites del intervalo tomen valores tales que 6
esté comprendido entre ellos, es igual a 1 — «, es decir,

P(Li<b0<Ly)=1-«a

Los extremos del intervalo son variables aleatorias cuyos valores dependen de la muestra considerada.
Es decir, los extremos inferior y superior del intervalo serfan Ly (X1, ..., Xp,) v Lo (X1, ..., X,,) respectiva-
mente, aunque habitualmente escribiremos Ly y Lo para simplificar la notacién. Designaremos mediante
l1 y s los valores que toman dichas variables para una muestra determinada (1, ..., zp) .

Cuando en la definicién se dice que la probabilidad de que el pardmetro 6 esté en el intervalo (L1, Lo)
es 1 — a, quiere decir que en el 100 (1 —a) % de las posibles muestras, el valor de 6 estarfa en los
correspondientes intervalos (I1, l2).

Una vez que se tiene una muestra, y a partir de ella se determina el intervalo correspondiente (11, Il2),
no tendria sentido hablar de la probabilidad de que el pardmetro 6 esté en el intervalo (I1, l2), pues al ser
l1 y lo nimeros, el pardmetro 6, que también es un nimero, aunque desconocido, estard o no estara en
dicho intervalo, y por ello hablamos de confianza en lugar de probabilidad.

Asi, cuando hablemos de un intervalo de confianza para el parametro 6 con nivel de confianza 1 — «,
entenderemos que antes de tomar una muestra, hay una probabilidad 1 — o de que el intervalo que se
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construya a partir de ella, contenga el valor del pardmetro 6. O, dicho de otro modo, si tomasemos 100
muestras del mismo tamano y calculdsemos sus respectivos intervalos, el 1 — a % de estos contendrian el
verdadero valor del pardmetro a estimar (ver figura 8.1).
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Figura 8.1 — Intervalos de confianza del 95 % para la media de 100 muestras tomadas de una poblacién
normal N(0, 1). Como se puede apreciar, de los 100 intervalos, sélo 5 no contienen el valor de la media
real p = 0.

Cuando se realiza la estimacién de un pardmetro mediante un intervalo de confianza, el nivel de
confianza se suele fijar a niveles altos (los mds habituales son 0,90, 0,95 6 0,99), para tener una alta
confianza de que el pardmetro estd dentro del intervalo. Por otro lado, también interesa que la amplitud
del intervalo sea pequeria para delimitar con precisién el valor del pardmetro poblacional (esta amplitud
del intervalo se conoce como imprecision de la estimacién). Pero a partir de una muestra, cuanto mayor
sea el nivel de confianza deseado, mayor amplitud tendra el intervalo y mayor imprecision la estimacién, y
si se impone que la estimacién sea més precisa (menor imprecisién), el nivel de confianza correspondiente
serd mas pequeno. Por consiguiente, hay que llegar a una solucién de compromiso entre el nivel de
confianza y la precision de la estimacion. No obstante, si con la muestra disponible no es posible obtener un
intervalo de amplitud suficientemente pequena (imprecisién pequena) con un nivel de confianza aceptable,
hay que emplear una muestra de mayor tamano. Al aumentar el tamafio muestral se consiguen intervalos
de menor amplitud sin disminuir el nivel de confianza, o niveles de confianza més altos manteniendo la
amplitud.

Intervalos de confianza para la media

Apoyandose en conclusiones extraidas del Teorema Central del Limite se obtiene que, siempre que
las muestras sean grandes (como criterio habitual se toma que el tamafio muestral, n, sea mayor o igual
que 30), e independientemente de la distribucién original de la variable de partida X, de media p y
desviacién tipica o, la variable

X —p
/v

sigue una distribucién Normal tipificada, N(0,1).
Si la desviacién tipica o de la variable de partida es desconocida, se utiliza como estimacién la

Z
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cuasidesviacion tipica muestral:

y con ello, la nueva variable

sigue una distribucién t de Student con n — 1 grados de libertad, T'(n — 1).

Para muestras pequenias (n < 30) también pueden aplicarse los resultados anteriores, siempre y
cuando la variable aleatoria de partida X, siga una distribucién Normal.

A partir de lo anterior y teniendo en cuenta los tres factores de clasificacién expuestos: si la poblacién
de partida en la que obtenemos la muestra sigue o no una distribucién Normal, si la varianza de dicha
poblacién es conocida o desconocida, y si la muestra es grande (n > 30) o no, pueden deducirse las
siguientes expresiones correspondientes a los diferentes intervalos de confianza.

Intervalo de confianza para la media de una poblacién normal con varianza conocida en
muestras de cualquier tamano

— o _ o
z*Za/z'%, $+Za/2'%

En la figura 8.2 aparece un esquema explicativo de la construccién de este intervalo.

Distribucién de la media muestral (muestras grandes) z = N(u,0/n)

Densidad de probabilidad f(x)

2l

ag a
P(N_ZQ/ZWSESMJ"ZQ/QW) =l-a

Figura 8.2 — Célculo del intervalo de confianza para la media de una poblacién normal con varianza

conocida, a partir de las distribucién de la media muestral Z ~ N(u,o/+/n) para muestras grandes
(n > 30).

Intervalo de confianza para la media de una poblacion normal con varianza desconocida en
muestras de cualquier tamano

f_tnfl.i f.ﬁ’_t"*l.i
a/2 \/ﬁ’ a/2 \/ﬁ
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Si las muestras son grandes (n > 30) el anterior intervalo puede aproximarse mediante:

3 S
(7o g 7 2o )

Intervalo de confianza para la media de una poblacién no normal, varianza conocida y
muestras grandes (n > 30)

_ o _ o
z*Za/z'%, $+Za/2'%

Intervalo de confianza para la media de una poblacion no normal, varianza desconocida y
muestras grandes (n > 30)

— tnfl § — tnfl 5
Tt T T lap T

Al tratarse de muestras grandes, el anterior intervalo puede aproximarse por:

_ 5 _ §
D

Si la poblacién de partida no es normal, y las muestras son pequenas, no puede aplicarse el Teorema
Central del Limite y no se obtienen intervalos de confianza para la media.
Para cualquiera de los anteriores intervalos:

— n es el tamano de la muestra.
— T es la media muestral.

— o es la desviacién tipica de la poblacién.

X (@ —7)

— 5 es la cuasidesviacién tipica muestral: §2 = T
n—

~ Zq2 s el valor que deja a su derecha una probabilidad a/2 en una distribuciéon Normal tipificada.

- tg/_zl es el valor que deja a su derecha una probabilidad «/2 en una distribucién ¢ de Student con
n — 1 grados de libertad.

Intervalos de confianza para la proporcion poblacional p

Para muestras grandes (n > 30 ) y valores de p (probabilidad de “éxito”) cercanos a 0,5, la distribucién
Binomial puede aproximarse mediante una Normal de media np y desviacién tipica y/np(1 — p). En la
préctica, para que sea védlida dicha aproximacién, se toma el criterio de que tanto np como n(1—p) deben
ser mayores que 5. Esto hace que también podamos construir intervalos de confianza para proporciones
tomando éstas como medias de variables dicotomicas en las que la presencia o ausencia de la caracteristica
objeto de estudio (“éxito” 6 “fracaso”) se expresan mediante un 1 6 un 0 respectivamente.

De este modo, en muestras grandes y con distribuciones binomiales no excesivamente asimétricas
(tanto np como n(1 — p) deben ser mayores que 5), si denominamos p a la proporcién de individuos
que presentan el atributo estudiado en la muestra concreta, entonces el intervalo de confianza para la
proporcién con un nivel de significacién « viene dado por:

_ [6-(1-p) p-(1—-p
(pza/2~ p-( p),p+za/2. /D ( p))
n n

— n es el tamano muestral.

donde:
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— p a la proporcién de individuos que presentan el atributo estudiado en la muestra concreta.
— Zq2 es el valor que deja a su derecha una probabilidad «//2 en una distribucién Normal tipificada.

En muestras pequenas o procedentes de una Binomial fuertemente asimétrica (np < 56 n(l—p) < 5)
no puede aplicarse el Teorema Central del Limite y la construccién de intervalos de confianza debe
realizarse a partir de la distribucién Binomial.
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2 Ejercicios resueltos

1. Se analiza la concentracién de principio activo en una muestra de 10 envases tomados de un lote de
un fiArmaco, obteniendo los siguientes resultados en mg/mm3:

17,6 — 192 — 21,3 — 15,1 — 17,6 — 18,9 — 16,2 — 18,3 — 19,0 — 16,4

Se pide:

a) Crear un conjunto de datos con la variable concentracion.

b) Calcular el intervalo de confianza para la media de la concentracién del lote con nivel de confianza
del 95 % (nivel de significaciéon o = 0,05).

Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Test paramétricos—Medias—Test t para una muestra.

2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable concentracion y hacer click sobre el botén
Aceptar.

¢) Calcular los intervalos de confianza para la media con niveles del 90 % y del 99 % (niveles de
significacién o = 0,1 y a = 0,01).
Indicacién
Repetir los mismos pasos del apartado anterior, cambiando el nivel de confianza para cada intervalo en la
solapa Opciones de contraste

d) Si definimos la precisién del intervalo como la inversa de su amplitud, jcémo afecta a la precisién
del intervalo de confianza el tomar niveles de significaciéon cada vez mas altos? ;Cudl puede ser
la explicacion?

e) (Qué tamano muestral seria necesario para obtener una estimacién del contenido medio de prin-
cipio activo con un margen de error de 0,5 mg/mm?® y una confianza del 95 %?

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Estadistica descriptiva—Estadisticos.
2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable concenctracion.

3) En la solapa Estadisticos basicos marcar el estadistico Cuasidesviacién tipica y hacer click en el
botén Aceptar.

4) Seleccionar el menu Teaching—Test paramétricos —Céalculo del tamafio muestral para la media.

5) En el cuadro de didlogo que aparece introducir la cuasidesviacién tipica muestral en el campo Desviacién
tipica, el nivel de significacién deseado, en este caso 0,05, en el campo Nivel de significacién, el
margen de error deseado, en este caso 0,5, en el campo Error, y hacer click en el botén Aceptar.

f) Si, para que sea efectivo, el farmaco debe tener una concentracién minima de 16 mg/mm? de
principio activo, jse puede aceptar el lote como bueno? Justificar la respuesta.

2. Una central de productos lacteos recibe diariamente la leche de dos granjas X e Y. Para analizar la
calidad de la leche, durante una temporada, se controla el contenido de materia grasa de la leche que
proviene de ambas granjas, con los siguientes resultados:

X Y
0,34 034|028 0,29
0,32 0,35 [0,30 0,32
0,33 0,33 032 0,31
0,32 032029 0,29
0,33 0,30 [ 0,31 0,32
0,31 032029 0,31
0,33 0,32
0,32 0,33

a) Crear un conjunto de datos con las variables grasa y granja.
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b) Calcular el intervalo de confianza con un 95 % de confianza para el contenido medio de materia
grasa de la leche sin tener en cuenta si la misma procede de una u otra granja.
Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Test paramétricos—Medias—Test t para una muestra.

2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable grasa y hacer click sobre el botén Aceptar.

¢) Calcular los intervalos de confianza con un 95 % de confianza para el contenido medio de materia
grasa de la leche dividiendo los datos segin la granja de procedencia de la leche.
Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Datos—Filtrar datos.

2) En el cuadro de didlogo que aparece introducir el conjunto de datos al que aplicar el filtro, introducir
la condicién granja==’X’ en el campo Condicién de seleccién, introducir un nombre para el nuevo
conjunto de datos en el campo Guardar nuevo conjunto de datos y hacer click sobre el botén Aceptar.

3) Seleccionar el menu Teaching—Test paramétricos—Medias—Test t para una muestra.
4) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable grasa y hacer click sobre el botén Aceptar.

5) Repetir los mismos pasos para el intervalo de confianza de la granja Y, introduciendo la condicién
granja=="Y’ en el campo Condicién de seleccién.

d) A la vista de los intervalos obtenidos en el punto anterior, jse puede concluir que existen difer-
encias significativas en el contenido medio de grasa segin la procedencia de la leche? Justificar
la respuesta.

3. En una encuesta realizada en una facultad, sobre si el alumnado utiliza habitualmente (al menos una
vez a la semana) la biblioteca de la misma, se han obtenido los siguientes resultados:

Alumno 1 2|3 4 5 6 | 7 819|110 11|12 (13|14 | 15| 16 | 17
Respuesta | no | si | no | no | no | si |no |si|si|si |si |no|si |nof|si |no| no

Alumno 18 119 120 | 21 | 22 | 23 | 24|25 |26 |27 |28 (29|30 31|32 |33 |34

Respuesta | no | si |si |si |no|no|si |no|no|si |si |no|noj|si |no|si | no

a) Crear un conjunto de datos con la variable respuesta.

b) Calcular el intervalo de confianza con o« = 0,01 para la proporcién del alumnado que utiliza
habitualmente la biblioteca.
Indicacién

1) Seleccionar el mend Teaching—Test paramétricos—»Proporciones—Test de proporciones para una
muestra.

2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable respuesta e introducir si en el campo Categoria

3) En la solapa Opciones de contraste introducir 0,99 en el campo Nivel de confianza y hacer click en el
botén Aceptar.

¢) {Qué interpretacion tiene dicho intervalo? ;Cémo es su precisién?

d) {Qué tamano muestral serfa necesario para obtener una estimacién del porcentaje de alumnos
que utilizan regularmente la biblioteca con un margen de error de un 1% y una confianza del
95 %?
Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Test paramétricos—Proporciones—Calculo del tamafio muestral
para una proporcién.

2) En el cuadro de didlogo que aparece introducir la proporcién muestral en el campo p, el nivel de signifi-
cacion deseado, en este caso 0,05, en el campo Nivel de significacién, el margen de error deseado, en
este caso 0,01, en el campo Error, y hacer click en el botén Aceptar.

4. El Ministerio de Sanidad esté interesado en la elaboracién de un intervalo de confianza para la pro-
porcién de personas mayores de 65 anos con problemas respiratorios que han sido vacunadas en una
determinada ciudad. Para ello, después de preguntar a 200 pacientes mayores de 65 anos con problemas
respiratorios en los hospitales de dicha ciudad, 154 responden afirmativamente.
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a) Calcular el intervalo de confianza al 95 % para la proporcién de pacientes vacunados.
Indicacién
1) Seleccionar el meni Teaching—Test paramétricos—»Proporciones—Test para una proporcién.

2) En el cuadro de didlogo que aparece marcar la opcién Introduccién manual de frecuencias, introducir
154 en el campo Frecuencia muestral, introducir 200 en el campo Tamafio muestral y hacer click en el
botén Aceptar.

b) Si entre los objetivos del Ministerio se encontraba alcanzar una proporcién del al menos un 70 %
de vacunados en dicho colectivo, jse puede concluir que se han cumplido los objetivos? Justificar
la respuesta.

3 Ejercicios propuestos

1. Para determinar el nivel medio de colesterol (en mg/dl) en la sangre de una poblacidn, se realizaron
analisis sobre una muestra de 8 personas, obteniéndose los siguientes resultados:

196 212 188 206 203 210 201 198

Hallar los intervalos de confianza para la media del nivel de colesterol con niveles de significacién 0,1,
0,05 y 0,01. ;Se puede afirmar que el nivel de colesterol medio de la poblacion estd por debajo de 210
mg/dl?

2. Para tratar un determinado sindrome neurolégico se utilizan dos técnicas A y B. En un estudio se
tomé una muestra de 60 pacientes con dicho sindrome y se le aplicé la técnica A a 25 de ellos y la
técnica B a los 35 restantes. De los pacientes tratados con la técnica A, 18 se curaron, mientras que
de los tratados con la técnica B, se curaron 21. Calcular un intervalo de confianza del 95 % para la
proporcién de curaciones con cada técnica. §Qué intervalo es més preciso?

3. A las siguientes elecciones locales en una ciudad se presentan tres partidos: A, B y C. Con el objetivo
de hacer una estimacién sobre la proporcién de voto que cada uno de ellos obtendrd, se realiza una
encuesta en la que responden 300 personas, de las cuales 60 piensan votar a A, 80 a B, 90 a C, 15
en blanco y 55 abstenciones. Calcular un intervalo de confianza para la proporcién de votos, sobre el
total del censo, de cada uno de los partidos que se presentan.

4. El fichero nations.txt contiene informacién sobre el desarrollo de distintos paises (tasa de uso de
anticonceptivos (contraception), producto interior bruto per cdpita (GDP), tasa de mortalidad infantil
(infant.mortality) y tasa de fertilidad (TFR)). Se pide:

a) Importar el fichero nations.txt en un conjunto de datos.

b) Calcular el intervalo de confianza de la tasa de uso de anticonceptivos y de la tasa de fertilidad
para los pafses con un producto interior bruto per cédpita superior a 10000 US$ e inferiores a
dicha cantidad. Interpretar los intervalos.
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Practica de Estadistica con R 9

Intervalos de Confianza para la

Comparacion de 2 Poblaciones

1 Fundamentos tedricos

1.1 Inferencia Estadistica y Estimaciéon de Parametros

El objetivo de un estudio estadistico es doble: describir la muestra elegida de una poblacién en la
que se quiere estudiar alguna caracteristica, y realizar inferencias, es decir, sacar conclusiones y hacer
predicciones sobre la poblacién de la que se ha extraido dicha muestra.

La metodologia que conduce a obtener conclusiones sobre la poblacion, basadas en la informacién
contenida en la muestra, constituye la Inferencia FEstadistica.

Puesto que la muestra contiene menos informacién que la poblacién, las predicciones seran aproxi-
madas. Por eso, uno de los objetivos de la inferencia estadistica es determinar la probabilidad de que
una conclusién obtenida a partir del anélisis de una muestra sea cierta, y para ello se apoya en la teoria
de la probabilidad.

Cuando se desea conocer el valor de alguno de los parametros de la poblacién, el procedimiento a
utilizar es la Estimacion de Pardmetros, que a su vez se divide en Estimacion Puntual, cuando se da un
Gnico valor como estimacién del pardmetro poblacional considerado, y Estimacion por Intervalos, cuando
interesa conocer no sélo un valor aproximado del pardmetro sino también la precisién de la estimacion. En
este ultimo caso el resultado es un intervalo, dentro del cual estara, con una cierta confianza, el verdadero
valor del parametro poblacional. A este intervalo se le denomina intervalo de confianza. A diferencia de la
estimacién puntual, en la que se utiliza un tnico estimador, en la estimacién por intervalo emplearemos
dos estimadores, uno para cada extremo del intervalo.

1.2 Intervalos de Confianza

Dados dos estadisticos muestrales Ly y Lo, se dice que el intervalo I = (L1, Ls) es un Intervalo de
Confianza para un pardmetro poblacional 8, con nivel de confianza 1 — a (o nivel de significacion ), si
la probabilidad de que los estadisticos que determinan los limites del intervalo tomen valores tales que 6
esté comprendido entre ellos, es igual a 1 — «, es decir,

P(Li<b0<Ly)=1-«

Los extremos del intervalo son variables aleatorias cuyos valores dependen de la muestra considerada.
Es decir, los extremos inferior y superior del intervalo serfan Ly (X1, ..., Xp) v L2 (X1, ..., X,) respectiva-
mente, aunque habitualmente escribiremos Ly y Lo para simplificar la notacién. Designaremos mediante
l1 y ls los valores que toman dichas variables para una muestra determinada (1, ..., zp) .

Cuando en la definicién se dice que la probabilidad de que el pardmetro 6 esté en el intervalo (L1, Lo)
es 1 — a, quiere decir que en el 100 (1 —a) % de las posibles muestras, el valor de 0 estarfa en los
correspondientes intervalos (I1, la).

Una vez que se tiene una muestra, y a partir de ella se determina el intervalo correspondiente (11, l3),
no tendria sentido hablar de la probabilidad de que el pardmetro 0 esté en el intervalo (11, l2), pues al ser
11 y l2 ntmeros, el pardmetro 6, que también es un ntmero, aunque desconocido, estard o no estara en
dicho intervalo, y por ello hablamos de confianza en lugar de probabilidad.

Asi, cuando hablemos de un intervalo de confianza para el pardmetro 6 con nivel de confianza 1 — «,
entenderemos que antes de tomar una muestra, hay una probabilidad 1 — « de que el intervalo que se
construya a partir de ella, contenga el valor del pardmetro 6.

79



9. Intervalos de Confianza para la Comparacién de 2 Poblaciones UNIVERSIDAD SAN PABLO CEU

Cuando se realiza la estimacién de un pardmetro mediante un intervalo de confianza, el nivel de
confianza se suele fijar a niveles altos (los mds habituales son 0,90, 0,95 6 0,99), para tener una alta
confianza de que el pardmetro estd dentro del intervalo. Por otro lado, también interesa que la amplitud
del intervalo sea pequeria para delimitar con precisién el valor del pardmetro poblacional (esta amplitud
del intervalo se conoce como imprecisidn de la estimacion). Pero a partir de una muestra, cuanto mayor
sea el nivel de confianza deseado, mayor amplitud tendr el intervalo y mayor imprecision la estimacién, y
si se impone que la estimacién sea més precisa (menor imprecisién), el nivel de confianza correspondiente
serd mas pequeno. Por consiguiente, hay que llegar a una solucién de compromiso entre el nivel de
confianza y la precision de la estimacion. No obstante, si con la muestra disponible no es posible obtener un
intervalo de amplitud suficientemente pequena (imprecisién pequena) con un nivel de confianza aceptable,
hay que emplear una muestra de mayor tamafio. Al aumentar el tamafio muestral se consiguen intervalos
de menor amplitud sin disminuir el nivel de confianza, o niveles de confianza més altos manteniendo la
amplitud.

Intervalos de confianza para la diferencia de medias

De igual manera a como ocurria con los intervalos de confianza para la media de una variable,
apoyandose en conclusiones extraidas del Teorema Central del Limite se puede demostrar que, en mues-
tras grandes (n; > 30y na > 30), procedentes de poblaciones de dos variables X7 y Xa, con distribuciones
no necesariamente Normales, de medias p1 y po y desviaciones tipicas o1 y o3 respectivamente, la variable

(X1 — X)) — (111 — o)

2 2
g g
1 2
— 4+ =
ny N9

sigue una distribucién Normal tipificada, N (0, 1).
De igual manera, si las varianzas de las variables son desconocidas, utilizando como estimadores
muestrales sus correspondientes cuasivarianzas S7 y S3, donde

g2 _ 2 (T -7)° v 82— > (w0, — T)”

nlfl 7’1,271

entonces la variable

sigue una distribucién ¢t de Student, en la que el nimero de grados de libertad dependera de si las
varianzas, ain siendo desconocidas, pueden considerarse iguales o no.

Para muestras pequenias (n; < 30 é ny < 30), las distribuciones anteriores son también aplicables
siempre que las variables de partida sigan distribuciones Normales.

A partir de todo ello y teniendo en cuenta los tres factores de clasificacién comentados: si las pobla-
ciones de partida en las que obtenemos las muestras siguen o no distribuciones Normales, si las varianzas
de dichas poblaciones son conocidas o desconocidas, y si la muestras son grandes o no, obtenemos las
siguientes expresiones correspondientes a los diferentes intervalos de confianza.

Intervalo de confianza para la diferencia de dos medias en poblaciones normales, con vari-
anzas poblacionales conocidas, independientemente del tamano de la muestra

2 2 2 2
— o1 [ 02 _  _ g1 | 03
T1—T2—2q/2 A/~ +—, T1 — T2+ 2q/2\| — + —

ni ) ni n2

En la figura 9.1 aparece un esquema explicativo de la construccién de este intervalo.
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2 2
Distribucién de la diferencia de medias muestrales ; — o ~ N (jtg — pio, \/ 2 + 22
? ny ng

Densidad de probabilidad f(z)

o -

[ 2 2 2 2

o o B N o o
P(HINZZa/Z _1+_2§331*$2§#1*N2+Za/2 _1+_2>—1a

n n2 ni n2

Figura 9.1 — Célculo del intervalo de confianza para la diferencia de medias en poblaciones normales
con varianzas conocidas a partir de la distribucién de la diferencia de medias muestrales 1 — Z2 ~

N(py — p2,\/ 32+ 32).

na

Intervalo de confianza para la diferencia de dos medias en poblaciones normales, con vari-
anzas poblacionales desconocidas, independientemente del tamano de la muestra

Si atin siendo desconocidas, las varianzas pueden considerarse iguales, el intervalo es:

1 1
T e g tn2—=2 2 _ . nit+na—2
T1— To ta/2 S5 (nl + ) T1 — X9 + ta/2

donde 512) es una cuasivarianza ponderada:

(1) 8t m 1) 3
p

n1+n272

Si las varianzas, desconocidas, no pueden considerarse como iguales, el intervalo es:

- - v
$1—$2—ta/2'

ny+1 ng +1

Si los tamafios muestrales son grandes (n; > 30 y ng > 30) las tZ/2 y tzl/;r”rQ pueden sustituirse

por 2qo/2-
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Intervalo de confianza para la diferencia de dos medias en poblaciones no normales, y
muestras grandes (n; > 30 y na > 30)

En este caso, como ya sucedia con la media muestral, los intervalos para la diferencia de medias son
los mismos que sus correspondientes en poblaciones normales y, de nuevo, habria que distinguir si las
varianzas son conocidas o desconocidas (iguales o diferentes), lo cual se traduce en que sus correspon-

dientes férmulas son las mismas que las dadas en los parrafos anteriores. No obstante, por tratarse de

muestras grandes, también es vélida la aproximacién de t” 2 ¥ tzl/;"Z_Q POr Z4/2, y habitualmente tan

sélo se distingue entre varianzas conocidas y desconocidas.
Para varianzas conocidas:

T1—T2 = Zaj2 | — T, Tt = T2+ 2aj2- | — + —
Y para varianzas desconocidas:

T1— T2 — Zay2°

Si las poblaciones de partida no son normales y las muestras son pequenas, no puede aplicarse el
Teorema Central de Limite y no se obtienen intervalos de confianza para la diferencia de medias.
Para cualquiera de los anteriores intervalos:

— n1 y n2 son los tamanos muestrales.
— T1 Y T2 son las medias muestrales.

— 01 y 02 son las desviaciones tipicas poblacionales.

, y andlogamente 83.
ny — 1

~ 81y 49 son las cuasidesviaciones tipicas muestrales: §7 =

— Zq2 es el valor que deja a su derecha una probabilidad /2 en una distribucién Normal tipificada.
- tzl/;rnrl es el valor que deja a su derecha una probabilidad «/2 en una distribucién ¢ de Student
con nq + no — 1 grados de libertad.

— t¥ , es el valor que deja a su derecha una probabilidad «//2 en una distribucién ¢ de Student con
v grados de libertad.

Intervalos de confianza para la media de la diferencia en datos emparejados

En muchas ocasiones hay que estudiar una caracteristica en una poblacién en dos momentos distintos,
para estudiar cémo evoluciona con el tiempo, o para analizar la incidencia de algin hecho ocurrido entre
dichos momentos.

En estos casos se toma una muestra aleatoria de la poblacién y en cada individuo de la misma se
observa la caracteristica objeto de estudio en los dos momentos citados. Asi se tienen dos conjuntos de
datos que no son independientes, pues los datos estan emparejados para cada individuo. Por consiguiente,
no se pueden aplicar los procedimientos vistos anteriormente, ya que se basan en la independencia de las
muestras.

El problema se resuelve tomando para cada individuo la diferencia entre ambas observaciones. Asi, la
construccion del intervalo de confianza para la diferencia de medias, se reduce a calcular el intervalo de
confianza para la media de la variable diferencia. Ademas, si cada conjunto de observaciones sigue una
distribucién Normal, su diferencia también seguird una distribuciéon Normal.
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Intervalos de confianza para la diferencia de dos proporciones poblacionales p; y po

Para muestras grandes (ny > 30 y na > 30 ) y valores de p; y p2 (probabilidad de “éxito”) cercanos a
0,5, las correspondientes distribuciones Binomiales pueden aproximarse mediante distribuciones Normales
de medias respectivas nip; y naps, v desviaciones tipicas respectivas \/nlpl(l —p1)y \/ngpg(l —p2).
En la préctica, para que sea vélida dicha aproximacion, se toma el criterio de que tanto ni1p; y nops como
n1(1—p1) y n2(1—p2) deben ser mayores que 5. Lo anterior hace que también podamos construir intervalos
de confianza para la diferencia de proporciones tomando éstas como medias de variables dicotémicas en
las que la presencia o ausencia de la caracteristica objeto de estudio (“éxito” 6 “fracaso”) se expresan
mediante un 1 6 un 0 respectivamente.

De este modo, en muestras grandes y con distribuciones Binomiales no excesivamente asimétricas
(tanto n1p1 y nepz como n1(1l — p1) v n2(l — pa) deben ser mayores que 5), si denominamos p1 y P2
a la proporcién de individuos que presentan el atributo estudiado en la primera y segunda muestras
respectivamente, entonces el intervalo de confianza para la diferencia de proporciones con un nivel de
significaciéon « viene dado por:

~ o~ pi-(1—p D2 - (1 —p: o~ o~ p1-(1—p p2 - (1 —p:
(p1p22a/2'\/p1 ( p1)+p2 ( p2) : p1p2+za/2~\/pl ( p1)+p2 ( pz))

ni n2 ni n2
donde:
— n1 y ng son los respectivos tamanos muestrales.

— P11y p2 son las proporciones de individuos que presentan los atributos estudiados en sus respectivas
muestras.

~ Zq2 s el valor que deja a su derecha una probabilidad a/2 en una distribuciéon Normal tipificada.

En muestras pequenas o procedentes de unas distribuciones Binomiales fuertemente asimétricas
(nip1 < 5, napa < 5, n1(1 —p1) <5 6 n2(l — p2) < 5) no puede aplicarse el Teorema Central del
Limite y la construccion de intervalos de confianza debe realizarse basandose en la distribucién Binomi-
al.

Intervalo de Confianza para la Razén de dos Varianzas ¢} y 03 de Poblaciones Normales

Como ya hemos visto en la seccién de los intervalos de confianza para la diferencia de dos medias en
poblaciones normales con varianzas desconocidas, los mismos dependen de si las varianzas, ain siendo
desconocidas, pueden considerarse iguales o no. Para dar respuesta a esta cuestion, previa al calculo del
intervalo para la diferencia de medias, se construye un intervalo para la razén (cociente) de varianzas de
ambas poblaciones. Para ello tenemos en cuenta que si partimos de dos variables X; y X2 que siguen
distribuciones normales con varianzas o? y o3 respectivamente, y tomamos muestras de tamafios nj y
ng de las respectivas poblaciones se tiene que la variable

&2
Si
2
o3
g2
53

2
)

sigue una distribucién F' de Fisher de n; — 1 grados de libertad en el numerador y ne — 1 grados de

libertad en el denominador. )

. . . N . g
De lo anterior se deduce que el intervalo de confianza con nivel de significacién « para —g es
o

1

§% 1-—a/2 b a2 a/2

(§ . F(n1717n271) ﬁ . F(n117n21))

Si dentro del intervalo de confianza obtenido estd el niimero 1 (el cociente de varianzas vale la unidad),
no habrd, por tanto, evidencia estadistica suficiente, con un nivel de significacién «, para rechazar que
las varianzas sean iguales.
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2 Ejercicios resueltos

1. Para ver si una campana de publicidad sobre un farmaco ha influido en sus ventas, se tomé una
muestra de 8 farmacias y se midié el niimero de unidades de dicho farmaco vendidas durante un mes,
antes y después de la campana, obteniéndose los siguientes resultados:

Antes 147 |1 163 | 121 | 205 | 132 | 190 | 176 | 147
Después || 150 | 171 | 132 | 208 | 141 | 184 | 182 | 145

a) Crear un conjunto de datos con las variables antes y despues.

b) Obtener un resumen estadistico en el que aparezcan la media y la desviacién tipica de ambas
variables. A la vista de los resultados: json las medias diferentes?, jha aumentado la campana
el nivel de ventas?, ;crees que los resultados son estadisticamente significativos?

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Estadistica descriptiva—Estadisticos.
2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar las variables antes y despues.

3) En la solapa Estadisticos basicos activar la casilla de seleccién para la Media y la Desviacién tipica
y hacer click en el botén Aceptar.

¢) Obtener los intervalos de confianza para la media de la diferencia entre ambas variables con
niveles de significaciéon 0,05 y 0,01.
Indicacién

1) Seleccionar el menui Teaching—Test paramétricos—Medias—Test t para dos muestras pareadas.

2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable antes en el campo Comparar, la variable después
en el campo Con.

3) En la solapa Opciones de contraste introducir 0,95 en el campo Nivel de confianza y hacer click en el
botén Aceptar.

4) Repetir los pasos para el intervalo de confianza con nivel de significacién 0,01 poniendo 0,99 en el campo
Nivel de confianza.

d) ;Existen pruebas suficientes para afirmar con un 95 % de confianza que la campana de publicidad
ha aumentado las ventas? ;Y si cambiamos los dos tltimos datos de la variable despues y ponemos
190 en lugar de 182 y 165 en lugar de 1457 Observar qué le ha sucedido al intervalo para la
diferencia de medias y darle una explicacion.

Indicacién
1) En la ventana de edicién de datos, cambiar los datos de las dos tdltimas farmacias y cerrar la ventana.
2) Repetir los pasos del apartado anterior.

Existen diferencias entre las medias con el nivel de confianza fijado siempre que el intervalo resultante no
contenga el valor 0.

2. Una central de productos lacteos recibe diariamente la leche de dos granjas X e Y. Para analizar la
calidad de la leche, durante una temporada, se controla el contenido de materia grasa de la leche que
proviene de ambas granjas, con los siguientes resultados:

X Y
0,34 0,34 | 0,28 0,29
0,32 0,35 [0,330 0,32
0,33 0,33 032 0,31
0,32 0,32 029 0,29
0,33 0,30 [ 0,31 0,32
0,31 0,32 029 0,31
0,33 0,32
0,32 0,33

a) Crear un conjunto de datos con las variables grasa y granja.
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b) Calcular el intervalo de confianza para el cociente de varianzas del contenido de materia grasa
de la leche procedente de ambas granjas.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Test paramétricos—Varianzas—Test F de Fisher.

2) En el cuadro de dialogo que aparece seleccionar la variable grasa al campo Comparar y seleccionar la
variable granja al campo Segun.

3) En la solapa Opciones de contraste introducir 0,95 en el campo Nivel de confianza y hacer click sobre
el botén Aceptar.

Se mantiene la hipétesis de igualdad de varianzas con la confianza fijada si el intervalo resultante contiene el
valor 1.

c¢) Calcular el intervalo de confianza con un 95% de confianza para la diferencia en el contenido
medio de materia grasa de la leche procedente de ambas granjas.

Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Test paramétricos—Medias—Test t para muestras independientes.

2) En el cuadro de dialogo que aparece seleccionar la variable grasa al campo Comparar y seleccionar la
variable granja al campo Segun.

3) En la solapa Opciones de contraste introducir 0,95 en el campo Nivel de confianza, marcar la opcién
Si en el campo Suponer varianzas iguales y hacer click sobre el botén Aceptar.

d) A la vista del intervalo obtenido en el punto anterior, jse puede concluir que existen diferencias
significativas en el contenido medio de grasa segun la procedencia de la leche? Justificar la
respuesta.

Indicacién

Existen diferencias entre las medias con el nivel de confianza fijado siempre que el intervalo resultante no
contenga el valor 0.

3. En una encuesta realizada en una facultad, sobre si el alumnado utiliza habitualmente (al menos una
vez a la semana) la biblioteca de la misma, se han obtenido los siguientes resultados:

Alumno 1 2 |3 4 5 6 |7 8 |9 (10|11 )12 |13 |14 | 15| 16 | 17
Respuesta | no | si | no | no |no |si |no|si [si |si |si |no|si|nof|si |no| no
Sexo H/ MM H| H|H MM M M|H H| M|H|M|H|H

Alumno 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 |26 | 27 |28 |29 | 30| 31|32 33| 34
Respuesta | no | si |si |si | no|no|si |no|no|si |si [no|no|si |nof|si|no
Sexo M/IHI M| M|\ M|H|{M\H|H M|M|\H| H| M| M|M|H

a) Crear un conjunto de datos con las variables respuesta y sexo.

b) (Existen diferencias significativas entre las proporciones de chicos y chicas que usan habitual-
mente la biblioteca? Justificar la respuesta.

Indicacién
1) Seleccionar el mend Teaching—Test paramétricos—>Proporciones—Test para la comparacién de dos
proporciones.

2) En el cuadro de dialogo que aparece seleccionar la variable respuesta al campo Comparar, seleccionar la
variable sexo al campo Segun, introducir el valor si al campo Categoria y hacer click sobre el botén
Aceptar.

Hay diferencias entre las proporciones con el nivel de confianza fijado si el intervalo resultante no contiene el
valor 0.

4. Un profesor universitario ha tenido dos grupos de clase a lo largo del ano: uno con horario de manana
y otro de tarde. En el de manana, sobre un total de 80 alumnos, han aprobado 55; y en el de tarde,
sobre un total de 90 alumnos, han aprobado 32. ;Existen diferencias significativas en el porcentaje de
aprobados en ambos grupos? ;Pueden ser debidas al turno horario? Justificar la respuesta.
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Indicacién
a) Seleccionar el ment Teaching—Test paramétricos—Proporciones—Test para la comparacién de dos

proporciones.

b) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la opcién Introduccién manual de frecuencias, introducir 55
en el campo Frecuencia muestral 1, introducir 80 en el campo Tamafio muestral 1, introducir 32 en el campo
Frecuencia muestral 2, introducir 90 en el campo Tamafio muestral 2 y hacer click en el botén Aceptar.

3 Ejercicios propuestos

1. Se ha realizado un estudio para investigar el efecto del ejercicio fisico en el nivel de colesterol en
la sangre. En el estudio participaron once personas, a las que se les midi6 el nivel de colesterol (en
mg/dl) antes y después de desarrollar un programa de ejercicios. Los resultados obtenidos fueron los
siguientes:

Nivel Previo 182 | 232 | 191 | 200 | 148 | 249 | 276 | 213 | 241 | 280 | 262
Nivel Posterior | 198 | 210 | 194 | 220 | 138 | 220 | 219 | 161 | 210 | 213 | 226

a) Hallar el intervalo de confianza del 95 % para la diferencia del nivel medio de colesterol antes y
después del ejercicio.

b) Hallar el intervalo de confianza del 99 % para la diferencia del nivel medio de colesterol antes y
después del ejercicio.

¢) A la vista de los intervalos anteriores, jse concluye que el ejercicio fisico disminuye el nivel de
colesterol?

2. En una encuesta realizada en los dos hospitales de una ciudad se pregunta a los pacientes hospitalizados
cuando salen del hospital por si consideran que el trato recibido ha sido correcto. En el primero de
ellos se pregunta a 200 pacientes y 140 responden que si, mientras que en el segundo, se pregunta a
300 pacientes y 180 responden que si.

a) Calcular el intervalo de confianza para la diferencia de proporciones de pacientes satisfechos con
el trato recibido.

b) ;Hay pruebas significativas para un nivel de significacién a = 0,01 de que el trato recibido en un
hospital es mejor que en el otro?

3. El fichero nations.txt contiene informacién sobre el desarrollo de distintos paises (tasa de uso de
anticonceptivos (contraception), producto interior bruto per cipita (GDP), tasa de mortalidad infantil
(infant.mortality) y tasa de fertilidad (TFR)). Se pide:

a) Importar el fichero nations.txt en un conjunto de datos.

b) Crear una nueva variable nivel_economico que tome el valor Ricos para los paises con un producto
interior bruto per cépita superior a 10000 US$ y el valor Pobres a los paises con un producto
interior bruto per capita inferior a dicha cantidad.

¢) ;Existen diferencias significativas en el uso de anticonceptivos entre los paises ricos y pobres?
Justificar la respuesta.

d) jExisten diferencias significativas en la tasa de fertiliad entre los paises ricos y pobres? Justificar
la respuesta.

e) ¢Existen diferencias significativas en la tasa de mortalidad infantil entre los paises ricos y pobres?
Justificar la respuesta.
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Practica de Estadistica con R 10

Contraste de Hipdtesis

1 Fundamentos teoricos

1.1 Inferencia Estadistica y Contrastes de Hipdtesis

Cualquier afirmacién o conjetura que determina, parcial o totalmente, la distribucién de una poblacién
se realiza mediante una Hipdtesis Estadistica.

En general, nunca se sabe con absoluta certeza si una hipétesis es cierta o falsa, ya que, para ello
tendriamos que medir a todos los individuos de la poblacién. Las decisiones se toman sobre una base de
probabilidad y los procedimientos que conducen a la aceptacién o rechazo de la hipétesis forman la parte
de la Inferencia Estadistica que se denomina Contraste de Hipdotesis.

Una hipdtesis se contrasta comparando sus predicciones con la realidad que se obtiene de las muestras:
si coinciden, dentro del margen de error probabilisticamente admisible, mantendremos la hipétesis; en
caso contrario, la rechazamos y buscaremos nuevas hipdtesis capaces de explicar los datos observados.

1.2 Tipos de Contrastes de Hipdtesis

Los contrastes de hipétesis se clasifican como:
» Contrastes Paramétricos. Que a su vez son de dos tipos segun que:

e Se contraste un valor concreto o intervalo para los parametros de la distribucién de una
variable aleatoria. Por ejemplo: podemos contrastar la hipétesis de que la media del nivel de
colesterol en sangre en una poblacién es de 180 mg/dl.

e Se comparen los parametros de las distribuciones de dos o mas variables. Por ejemplo: podemos
contrastar la hipotesis de que la media del nivel de colesterol en sangre es mas baja en las
personas que ingieren por debajo de una cierta cantidad de grasas en su dieta.

= Contrastes No Paramétricos. En los que se contrastan las hipdtesis que se imponen como punto de
partida en los contrastes paramétricos, y que reciben el nombre de Hipdtesis Estructurales. Entre
ellas, el modelo de distribucion de los datos y la independencia de los mismos. Por ejemplo: en
muchos de los contrastes paramétricos se exige como hipotesis de partida que los datos muestrales
provengan de una poblacién normal, pero precisamente éste seria el primer contraste al que habria
que dar respuesta, puesto que si los datos no provienen de una poblaciéon normal, las conclusiones
obtenidas gracias a los contrastes paramétricos derivados pueden ser completamente erréneas.

1.3 Elementos de un Contraste

Hipétesis Nula e Hipotesis Alternativa

El primer punto en la realizaciéon de un contraste de hipétesis es la formulacién de la Hipdtesis Nula
y su correspondiente Hipotesis Alternativa.

Llamaremos Hipdtesis Nula a la hipdtesis que se contrasta. Se suele representar como Hj y representa
la hipétesis que mantendremos a no ser que los datos observados en la muestra indiquen su falsedad, en
términos probabilisticos.
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El rechazo de la hipdtesis nula lleva consigo la aceptacién implicita de la Hipdtesis Alternativa, que
se suele representar como H;. Para cada Hy tenemos dos H; diferentes segiin que el contraste sea de tipo
Bilateral, si desconocemos la direccién en que H puede ser falsa, o Unilateral, si sabemos en qué direccién
Hy puede ser falsa. Y el Unilateral se clasifica como Con Cola a la Derecha, si en H; sélo englobamos
valores mayores del pardmetro para el que planteamos el contraste que el que aparecen en Hy, y Con
Cola a la Izquierda, si en Hy sélo englobamos valores menores.

En la siguiente tabla se formulan tanto Hy como H; en contrastes paramétricos, para un parametro
cualquiera, que denominaremos 6, de una poblacion, y para la comparacién de dos parametros, 61 y 6o,
de dos poblaciones.

H, H,
Bilateral en una poblacién 0 =0, 0 # 6y

Unilateral en una poblacién =20y | >0y (Colaaladcha.) 680 <8y (Cola a la Izda.)
Bilateral en dos poblaciones 01 = 04 0, # 04

Unilateral en dos poblaciones | 61 = 65 01 > 0560, <0y

Ejemplo Supongamos que, gracias a datos previos, conocemos que la media del nivel de colesterol en
sangre en una determinada poblacién es 180 mg/dl, y suponemos que la aplicacién de una cierta terapia
ha podido influir (ya sea para aumentar o para disminuir) en dicha media. Para formular Hy debemos
tener en cuenta que la hipétesis nula siempre es conservadora, es decir, no cambiaremos nuestro modelo
si no hay evidencias probabilisticamente fuertes de que ha dejado de ser valido. Segun esto, la hipdtesis
nula serd que la media no ha cambiado:

HO U= 180.

Una vez fijada la hipotesis nula, para formular la hipétesis alternativa debemos tener en cuenta que se
trata de un contraste bilateral, ya que no conocemos, a priori, el sentido de la variacién de la media (si
serd mayor o menor de 180 mg/dl). Por tanto, la hipdtesis alternativa es que la media es distinta de 180
mg/dl:

Por otro lado, si presumimos que la aplicacién de la terapia ha servido para disminuir el nivel de
colesterol, estamos ante un contraste unilateral en el que la hipétesis nula sigue siendo que la media no
ha cambiado, y la alternativa es que ha disminuido:

Hy : i = 180,
Hy : p < 180.

Normalmente, el objetivo del investigador es rechazar la hipdtesis nula para probar la certeza de
la hipétesis alternativa, y esto sélo lo hara cuando haya pruebas suficientemente significativas de la
falsedad de Hy. Si los datos observados en la muestra no aportan estas pruebas, entonces se mantiene
la hipdtesis nula, y en este sentido se dice que es la hipdtesis conservadora. Pero conviene aclarar que
aceptar la hipdtesis nula no significa que sea cierta, sino que no tenemos informacién suficiente o evidencia
estadistica para rechazarla.

Errores en un Contraste. Nivel de significacion y Potencia

Como ya hemos comentado, la aceptacion o rechazo de Hj siempre se realiza en términos proba-
bilisticos, a partir de la informacién obtenida en la muestra. Esto supone que nunca tendremos absoluta
seguridad de conocer la certeza o falsedad de una hipdtesis, de modo que al aceptarla o rechazarla es
posible que nos equivoquemos.

Los errores que se pueden cometer en un contraste de hipotesis son de dos tipos:

= Error de tipo I: se produce cuando rechazamos Hj siendo correcta.
= Error de tipo II: se produce cuando aceptamos Hj siendo falsa.

La probabilidad de cometer un error de tipo I se conoce como Nivel de Significacion del contraste y
se designa por
a = P(RechazarHy|Hy es cierta).
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Y la probabilidad de cometer un error de tipo II se designa por
B = P(Aceptar Hy|Hj es falsa).

Asi pues, al realizar un contraste de hipdtesis, pueden darse las cuatro situaciones que aparecen
esquematizadas en el cuadro 10.1.

Realidad
Decisién Hy cierta H falsa
Acentar F. Decisién correcta Error de Tipo IT
prat 4o (Probabilidad 1 — «) (Probabilidad )
Error de Tipo 1 Decisién correcta
Rechazar Ho (Probabilidad «) (Probabilidad 1 — j)

Cuadro 10.1 — Tipos de errores en un contraste de hipotesis.

Puesto que lo interesante en un contraste es rechazar la hipdtesis nula, lo que més interesa controlar
es el riesgo de equivocacion si se rechaza, es decir el error del tipo I. Por tanto, « se suele fijar a niveles
bajos, ya que cuanto méas pequeno sea, mayor seguridad tendremos al rechazar la hipétesis nula. Los
niveles més habituales a los que se fija a son 0,1, 0,05 y 0,01.

Una vez controlado el error de tipo I, también es interesante controlar el error del tipo II. Ahora bien,
el valor de 8 se calcula partiendo de que la hipétesis nula es falsa, es decir 6 # 6y (o 61 # 63 en el caso
de dos poblaciones), pero esto engloba infinitas posibilidades, de manera que para poder calcularlo no
queda mas remedio que fijar H; dando un tnico valor al pardmetro. En este caso, se define la Potencia
del Contraste como la probabilidad de rechazar Hy cuando la hipdtesis alternativa fijada es verdadera,
y vale 1 — . Resulta evidente que un contraste serd mejor cuanta mas potencia tenga.

Como la potencia depende del valor del parametro fijado en la hipdtesis alternativa, se puede definir
una funcién para la potencia como

Potencia(x) = P(Rechazar Hyl0 = x),

que indica la probabilidad de rechazar Hy para cada valor del parametro 6. Esta funcién se conoce como
curva de potencia (figura 10.1).

Curvas de potencia de un contraste unilateral de menor con a = 0,05

1.0
n =10
—n =100

0.8

06%

Potencia

0.4

0.2

T T T
0.6 0.8 1.0

Proporcion verdadera

Figura 10.1 — Curvas de potencia.

Por otro lado, 8 también depende de « ya que al disminuir «, cada vez es mas dificil rechazar Hy,
y por tanto, la probabilidad de aceptar la hipotesis nula siendo falsa aumenta. En consecuencia, y como
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veremos mas adelante, la inica forma de disminuir 8 y ganar potencia, una vez fijado «, es aumentando
el tamano de la muestra.

Estadistico del Contraste y Regiones de Aceptacién y Rechazo

La decision entre la aceptacién o el rechazo de Hy que se plantea en el contraste, se realiza en base
a un estadistico en el muestreo, relacionado con el parametro o caracteristica que queremos contrastar,
y cuya distribucion debe ser conocida suponiendo cierta Hy y una vez fijado el tamano de la muestra.
Este estadistico recibe el nombre de Estadistico del Contraste.

Para cada muestra el estadistico del contraste toma un valor concreto recibe el nombre de estimacion
del estadistico. Sera a partir de esta estimacién que tomaremos la decisién de aceptar o rechazar la
hipétesis nula. Si la estimacién difiere demasiado del valor que propone Hy para el pardametro, entonces
rechazaremos Hj, mientras que si no es demasiado diferente la aceptaremos.

La magnitud de la diferencia que estamos dispuestos a tolerar entre la estimacién y el valor de
pardametro para mantener la hipétesis nula, depende de la probabilidad de error de tipo I que estemos
dispuestos a asumir. Si « es grande, pequenas diferencias pueden ser suficientes para rechazar Hy, mien-
tras que si « es muy pequeno, solo rechazaremos Hj cuando la diferencia entre el estimador y el valor
del pardametro segin Hy, sea muy grande. De esta manera, al fijar el nivel de significacién «a,el conjunto
de valores que puede tomar el estadistico del contraste queda divido en dos partes: la de las estimaciones
que conducirian a la aceptacién de Hy, que se denomina Region de Aceptacion, y la de las estimaciones
que conducirian al rechazo de Hy, que se denomina Region de Rechazo.

Si llamamos al estadistico del contraste é, entonces, dependiendo de si el contraste es unilateral o
bilateral, tendremos las siguientes regiones de aceptacién y rechazo:

Contraste Regién de Aceptacion Regién de Rechazo
g? Z ; 33 {0102 <0 <0} | {0<O1_ap2}U{0> 04}
A, 0> 0,0} [0 <0}
A {0 <0} {0>0.)

donde 0,_, y 0, son valores tales que P(6 < 01_4|0 = 0)) = a y P( > 0,0 = 65) = a, tal y como
se muestra en las figuras 10.2 y 10.3.

Distribucién del estadistico del contraste

<
=
- 2 e
Rechazo Aceptacién Rechazo
T T T
éa /2 90 él —a/2
0

Figura 10.2 — Regiones de aceptacién y rechazo en un contraste bilateral.
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Distribucién del estadistico del contraste

S
g
o
o
Aceptacion Rechazo
T T
o 01-as2

0

Figura 10.3 — Regiones de aceptacién y rechazo en un contraste unilateral.

En resumen, una vez que tenemos el estadistico del contraste y hemos fijado el nivel de significacién
«, las regiones de aceptacion y rechazo quedan delimitadas, y ya sélo queda tomar una muestra, aplicar
el estadistico del contraste a la muestra para obtener la estimacion, y aceptar o rechazar la hipétesis nula
dependiendo de si la estimacion cae en la regién de aceptacién o en la de rechazo respectivamente.

El p-Valor de un Contraste

Aunque ya disponemos de los elementos necesarios para realizar un contraste de hipdtesis que nos
permita tomar una decisién respecto a aceptar o rechazar la hipdtesis nula, en la practica, la decisiéon que
se toma suele acompanarse del grado de confianza que tenemos en la misma. Si por ejemplo, tenemos
una regién de rechazo {é > éa}, siempre que la estimacion del estadistico del contraste caiga dentro de
esta regién rechazaremos Hy, pero obviamente, si dicha estimaciéon es mucho mayor que 0, tendremos
més confianza en el rechazo que si la estimacién estd cerca del limite entre las regiones de aceptacién
y rechazo 0. Por este motivo, al realizar un contraste, también se calcula la probabilidad de obtener
una discrepancia mayor o igual que la observada entre el valor del pardmetro, suponiendo cierta Hy,
v la estimacién que se obtiene de los datos muestrales. Esta probabilidad se conoce como p-valor del
contraste, y en cierto modo, expresa la confianza que se tiene al tomar la decisién en el contraste, ya que
si Hy es cierta y el p-valor es pequeno, es porque bajo la hipétesis nula resulta poco probable encontrar
una discrepancia como la observada, y por tanto, tendremos bastante seguridad a la hora de rechazar
Hy. En general, cuanto més préximo esté p a 1, mayor seguridad existe al aceptar Hp, y cuanto mas
préximo esté a 0, mayor seguridad hay al rechazarla.

El calculo del p-valor dependera de si el contraste es bilateral o unilateral, y en este tltimo caso de si
es unilateral con cola a la derecha o con cola a la izquierda. El p-valor que se obtiene para los diferentes
tipos de contrastes es el que aparece en la tabla siguiente:

Contraste p-valor
Bilateral 2P (6 > 6p|Hy es cierta)
Unilateral con cola a la derecha P(0 > 0p|Hy es cierta)
Unilateral con cola a la izquierda | P(6 < o|Hy es cierta)

En la figura 10.4 se observa que el p-valor es el drea de la cola de la distribucién (o colas si se trata
de un contraste bilateral) definida a partir del estadistico del contraste.

Una vez calculado el p-valor, si hemos fijado el nivel de significacion a y han quedado delimitadas las
regiones de aceptacion y rechazo, el que la estimacion caiga dentro de la regién de rechazo es equivalente
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Muestra Estadistico del contraste

(xl,...,xn) - 0’\0=F(xl,...,xn)

Distribucion del
estadistico (}el
contraste 6

Figura 10.4 — El p-valor de un contraste unilateral con cola a la derecha.

a que p < «, mientras que si cae dentro de la region de aceptacién, entonces p > «. Esta forma de
abordar los contrastes, nos da una vision mas amplia, ya que nos da informaciéon de para qué niveles de
significacion puede rechazarse la hipdtesis nula, y para cuales no se puede.
Contrastes y Estadisticos de Contraste

Apoyéandose en las distintas distribuciones en el muestreo comentadas en las practicas sobre intervalos
de confianza, a continuacion se presentan las férmulas para los principales estadisticos de contraste.
Contraste para la media de una poblacién normal con varianza conocida

= Hipétesis Nula: Hy : u = po

» Estadistico del contraste:

>
|
5

=L

que sigue una distribucién normal tipificada, N(0,1).

Este contraste también es valido para la media de una poblacién no normal, siempre y cuando las
muestras sean grandes (n > 30), con varianza conocida; y para la media de la diferencia de datos
emparejados, siempre y cuando la variable diferencia siga una distribucién normal con varianza conocida,
o una distribucién cualquiera si la muestra es grande.

Contraste para la media de una poblacién normal con varianza desconocida
= Hipdtesis Nula: Hy : u = po

» Estadistico del contraste:

que sigue una distribucién ¢ de Student con n — 1 grados de libertad, T'(n — 1).

Este contraste también es vdlido para la media de una poblacién no normal en muestras grandes (n > 30),
con varianza desconocida; y para la media de la diferencia de datos emparejados, siempre y cuando la
variable diferencia siga una distribucién normal con varianza desconocida, o una distribucién cualquiera
si la muestra es grande.
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Contraste para la proporcién en muestras grandes y distribuciones simétricas (tanto np
como n(1 —p) deben ser mayores que 5)

= Hipétesis Nula: Hy : p = po

» Estadistico del contraste:

que sigue una distribucién normal tipificada, N (0, 1).

Contraste para la varianza de una poblacién normal

» Hipétesis Nula: Hy : 02 = o}

» Estadistico del contraste:

(n—1) 572171

2
k)

que sigue una distribuciéon Chi-cuadrado con n — 1 grados de libertad.

Contraste para la diferencia de medias de poblaciones normales con varianzas conocidas

= Hipdtesis Nula: Hy @ p1 = o

» Estadistico del contraste:
X-Y

2 2
oi 4 o3
ni n2

que sigue una distribucién normal tipificada, N(0,1).

Este contraste también es valido para la diferencia de medias de dos poblaciones no normales, siempre
y cuando las muestras sean grandes (n; > 30 y ny > 30), con varianzas conocidas.

Contraste para la diferencia de medias de poblaciones normales con varianzas desconocidas

= Hipdtesis Nula: Hy @ p1 = o

» Estadistico del contraste:
X-Y

2 2
Sl,n,l—l + 52,n271
ni no

que sigue una distribucion t de Student con v grados de libertad, donde v es el nimero entero mas
proximo al valor de la expresién:
2 2 2
1,7’7,1 —1 2,7’7,2 —1
Jr
ni na

2 2
S% ni—1 S% no—1
b At e -
ni )

7’L1+1 7’L2+1

Este contraste también es valido para la diferencia de medias de dos poblaciones no normales, siempre
y cuando las muestras sean grandes (n; > 30 y ng > 30), con varianzas desconocidas.
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Contraste para la diferencia de proporciones en muestras grandes y distribuciones simétri-
cas (n1p1, n1(1 —p1), napa, n2(l — p2) deben ser mayores que 5)

= Hipétesis Nula: Hy : p1 = p2

» Estadistico del contraste:
P1 — P2

\/Pl(l—:ﬂl) + p2(1—p2)

ni n2

que sigue una distribucién normal tipificada, N (0, 1).

Contraste para la igualdad de varianzas de poblaciones normales

» Hipétesis Nula: Hy : 0?2 = 03

» Estadistico del contraste: )
Sl,n1—1

2
52.’77,271

que sigue una distribuciéon F de Fisher con n; — 1 y no — 1 grados de libertad.
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2 Ejercicios resueltos

1. Para averiguar si en una determinada poblacién existen menos hombres que mujeres se plantea un
contraste de hipdtesis sobre la proporcién de hombres que hay en la poblaciéon: Hy : p = 0,5 frente a
H,: p < 0,5y para ello se toma una muestra aleatoria de 10 personas. Se pide:

a) Suponiendo cierta la hipétesis nula, jqué distribucién sigue la variable que mide el ntmero de
hombres en la muestra de tamano 107

b) Suponiendo cierta la hipdtesis nula, jcudl es la probabilidad de que en la muestra se obtengan 0
hombres? ;Se aceptaria la hipdtesis nula en tal caso? Justificar la respuesta.
Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Distribuciones—Discretas—Binomial—Probabilidades acumuladas.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir 0 en el campo Valor(es) de la variable, 10 en el campo
N° de repeticiones, 0,5 en el campo Probabilidad de éxito, marcar la opcién Cola izquierda y hacer
click en el botén Aceptar.

¢) Suponiendo cierta la hip6tesis nula, si se decide rechazarla cuando en la muestra haya 2 o menos
hombres, ;cudl es el riesgo de equivocarse?
Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Distribuciones—Discretas—Binomial—Probabilidades acumuladas.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir 2 en el campo Valor(es) de la variable, 10 en el campo
N° de repeticiones, 0,5 en el campo Probabilidad de éxito, marcar la opcién Cola izquierda y hacer
click en el botén Aceptar.

d) Si el méximo riesgo de error « que se tolera es 0,05, jqué nimero de hombres en la muestra
formarian la region de rechazo de la hipotesis nula?
Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Distribuciones—Discretas—Binomial—Probabilidades acumuladas.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir 1 en el campo Valor(es) de la variable, 10 en el campo
N° de repeticiones, 0,5 en el campo Probabilidad de éxito, marcar la opcién Cola izquierda y hacer
click en el botén Aceptar.

e) Suponiendo que la proporcién real de hombres en la poblacién fuese de 0,4, jcudl es la potencia
del contraste para la regién de rechazo del apartado anterior?
Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Distribuciones—Discretas—Binomial—Probabilidades acumuladas.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir 1 en el campo Valor(es) de la variable, 10 en el campo
N° de repeticiones, 0,4 en el campo Probabilidad de éxito, marcar la opcién Cola izquierda y hacer
click en el botén Aceptar.

f) Sien lugar de una muestra de tamano 10 se tomase una muestra de tamatio 100, y haciendo uso
de la aproximacién de una distribuciéon binomial mediante una normal, ;qué nimero de hombres
en la muestra formarian la regién de rechazo para un riesgo o = 0,057 ;Qué potencia tendria
ahora el contraste si la proporcion real de hombres fuese de 0,47 ;Es mejor o peor contraste que
el anterior? Justificar la respuesta.

Indicacién
Una distribucién binomial B(100, 0,5) puede aproximarse mediante una normal N (50, 5).

1) Seleccionar el ment Teaching—Distribuciones—Continuas—Normal—Cuantiles.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir las probabilidad 0,05 en el campo Probabilidades, 50 en
el campo media, 5 en el campo desviacién tipica, marcar la opcién Cola izquierda y hacer click en el
botén Aceptar.

El valor obtenido es la frontera entre la regién de aceptacién y la regién de rechazo. Si en la muestra se obtienen
menos hombres de dicho valor se rechazara la hipdtesis nula, mientras que si se obtienen mas se aceptard. Para
calcular la potencia de contraste:

1) Seleccionar el ment Teaching—Distribuciones— Continuas— Normal—Probabilidades acumuladas.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir el valor de la frontera en el campo Valor(es) de la
variable, 40 en el campo media, 4,899 en el campo desviacién tipica, marcar la opcién Cola izquierda
y hacer click en el botén Aceptar.
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g) Si se toma una muestra de tamafio 100 y se observan 41 hombres, jcudl es p-valor del contraste?
. Podria rechazarse la hipotesis nula pra un riesgo a = 0,057 ;y para un riesgo a = 0,017

Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Test paramétricos—Proporciones—Test para una proporcioén.

2) En el cuadro de didlogo que aparece marcar la casilla de Introduccién manual de frecuencias, introducir
41 en el campo Frecuencia muestral e introducir 100 en el campo Tamafio muestral.

3) En la solapa Opciones de contraste, introducir 0,5 en el campo Hipétesis nula, seleccionar como
hipétesis alternativa Unilateral menor y hacer click en el botén Aceptar.

2. Se analiza la concentracion de principio activo en una muestra de 10 envases tomados de un lote de
un farmaco, obteniendo los siguientes resultados en mg/mm?:

17,6 — 19,2 — 21,3 — 15,1 — 17,6 — 18,9 — 16,2 — 18,3 — 19,0 — 16,4

Se pide:

a) Crear un conjunto de datos con la variable concentracion.

b) Realizar el contraste de hipdtesis bilateral: Hy: p = 18 y Hy: p # 18 con un nivel de significacién
0,05.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Test paramétricos—Medias—Test t para una muestra.
2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable concentracion.

3) En la solapa Opciones de contraste, introducir 18 en el campo Hipétesis nula, seleccionar como
hipétesis alternativa la opcién Bilateral y hacer click sobre el botén Aceptar.

¢) De igual manera realizar los contrastes bilaterales: Ho: p = 19,5 y Hy: p # 19,5 con un niveles de
significacién 0,05 y 0,01. ;Como afecta la disminucién en el nivel de significacién en la facilidad
para rechazar Hy?

Indicacién
Seguir los mismos pasos del apartado anterior introduciendo 19,5 en el campo Hipétesis nula.

d) Realizar los contrastes bilaterales y unilaterales para la hipétesis nula Hy: 1 = 17 con un nivel de
significacion de 0,05. ; Qué relacién hay entre el p-valor de los contrastes bilateral y unilaterales?

Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Test paramétricos—Medias—Test t para una muestra.
2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable concentracion.
3) En la solapa Opciones de contraste, introducir 17 en el campo Hipétesis nula, seleccionar como
hipétesis alternativa Bilateral y hacer click sobre el botén Aceptar.
4) Para el contraste de menor repetir lo mismo seleccionando como hipétesis alternativa Unilateral menor.

5) Para el contraste de mayor repetir lo mismo seleccionando como hipétesis alternativa Unilateral mayor.

e) Siel fabricante del lote asegura haber aumentado la concentracién de principio activo con respecto
a anteriores lotes, en los que la media era de 17 mg/mm?, ;se acepta o se rechaza la afirmacién
del fabricante?

f) ¢Cual serfa el tamafio muestral requerido para poder detectar una diferencia de 0,5 mg/mm?®
méas con un nivel de significaciéon @ = 0,05 y una potencia 1 — g = 0,87
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Indicacién
Para calcular el tamano muestral se necesita saber la desviacién tipica de la poblacién o una estimacién suya.
Para ello se calcula previamente la cuasivarianza muestral

1) Seleccionar el menu Teaching—Estadistica descriptiva—Estadisticos.
2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable concentracion.

3) En la solapa Estadisticos basicos marcar la opcién Cuasidesviacién tipica y hacer click en el botén
Aceptar.

Para calcular el tamano muestral:

1) Seleccionar el meni Teaching—Test paramétricos—Medias—Céalculo del tamafio muestral para el
test T.

2) En el cuadro de didlogo que aparece introducir en el campo Diferencia en las medias el valor 0.5,
introducir en el campo Desviacién tipica el valor de la cuasivesviacién tipica obtenido, introducir el
valor 0,05 en el campo Nivel de significacién, introducir el valor 0,8 en el campo Potencia, marcar
la opcién Una muestra en el campo Tipo de test, seleccionar como hipdtesis alternativa Unilateral y
hacer click sobre el botén Aceptar.

3. En una encuesta realizada en una facultad, sobre si el alumnado utiliza habitualmente (al menos una
vez a la semana) la biblioteca de la misma, se han obtenido los siguientes resultados:

Alumno 1 213 4 ) 6 |7 8 19 (10| 11|12 |13 |14 | 15| 16 | 17

Respuesta | no | si [ no | no | no | si {no |si|si|si [si |[no|si |[no|si | nol|no

Alumno 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 |24 | 25 |26 | 27 |28 |29 |30 | 31|32 |33]| 34
Respuesta | no | si |si |si | no|no|si |no|no|si |si [no|no|si |nofsi|no

a) Crear un conjunto de datos con la variable respuesta como factor.
b) Contrastar si el porcentaje de alumnos que utiliza regularmente la biblioteca es superior al 40 %.
Indicacién
1) Seleccionar el menui Teaching—Test paramétricos—»Proporciones—Test para una proporcién.

2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable respuesta e introducir Si en el campo Categoria.

3) En la solapa Opciones de contraste, introducir 0,4 en el campo Hipétesis nula, seleccionar como
hipétesis alternativa Unilateral mayor y hacer click en el botén Aceptar.

4. Varios investigadores desean saber si es posible concluir que dos poblaciones de ninos difieren respecto
a la edad promedio en la cual pueden caminar por si solos. Los investigadores obtuvieron los siguientes
datos para la edad al comenzar a andar (expresada en meses):

Muestra en la poblacién A: 9,5 —10,5—-9,0—-9,8 —10,0 — 13,0 — 10,0 — 13,5 — 10,0 — 9,8
Muestra en la poblacion B:  12,5—-9,5—-13,5-13,8 -12,0 - 13,8 —12,5—-9,5 —-12,0 — 13,5 — 12,0 — 12,0

a) Crear un conjunto de datos con las variables poblacién y edad.

b) Realizar un contraste de hipdtesis con un nivel de significacién de 0,05 para dar respuesta a la
conclusién que buscan los investigadores.
Indicacién
Primero hay que realizar un constraste de comparacién de varianzas.
1) Seleccionar el ment Teaching—Test paramétricos—Varianzas—Test F para dos varianzas.

2) En el cuadro de dialogo que aparece seleccionar la variable edad en el campo Comparar y la variable
poblacién en el campo Segin.

3) En la solapa Opciones de contraste seleccionar como hipdtesis alternativa Bilateral y hacer click sobre
el botén Aceptar.

Se mantiene la hipétesis de igualdad de varianzas con la confianza fijada si el el p-valor es mayor que 0,5.
Después se realiza el contraste de comparacién de medias.

1) Seleccionar el menu Teaching—Test paramétricos—Medias—Test t para dos muestras
independientes.

2) En el cuadro de dialogo que aparece seleccionar la variable edad en el campo Comparar y la variable
poblacién en el campo Segin.

3) En la solapa Opciones de contraste seleccionar como hipétesis alternativa Bilateral, marcar la casilla
Suponer varianzas iguales y hacer click sobre el botén Aceptar.

Hay diferencias entre las poblaciones si el p-valor es menor que 0,05.
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5. Algunos investigadores han observado una mayor resistencia de las vias respiratorias en fumadores que
en no fumadores. Para confirmar dicha hipétesis, se realizé un estudio para comparar el porcentaje
de retencién traqueobronquial en las mismas personas cuando aun eran fumadoras y transcurrido un
ano después de dejarlo. Los resultados se indican en la tabla siguiente:

Porcentaje de retencién
Cuando fumaba Transcurrido un ano sin fumar

60,6 475
12,0 13,3
56,0 33,0
75,2 55,2
12,5 21,9
29,7 27,9
57,2 54,3
62,7 13,9
28,7 8,90
66,0 46,1
25,2 29,8
40,1 36,2

a) Crear un conjunto de datos con las variables antes y después e introducir los datos.

b) Plantear el contraste de hipdtesis adecuado para confirmar o denegar la hipétesis de los investi-
gadores.
Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Test paramétricos—Medias—Test t para dos muestras pareadas.

2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable antes en el campo Comparar y la variable
después en el campo Con.

3) En la solapa Opciones de contraste seleccionar como hipétesis alternativa Unilateral mayor y hacer
click en el botén Aceptar.

6. Un profesor universitario ha tenido dos grupos de clase a lo largo del ano: uno con horario de manana
y otro de tarde. En el de manana, sobre un total de 80 alumnos, han aprobado 55; y en el de tarde,
sobre un total de 90 alumnos, han aprobado 32. ;Se puede afirmar que hay diferencias significativas
entre los porcentajes de aprobados en ambos grupos? Justificar la respuesta.

Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Test paramétricos—Proporciones—Test para dos proporciones, mar-
car la casilla Introduccién manual de frecuencias, introducir 55 en el campo Frecuencia muestral 1,

introducir 80 en el campo Tamafio muestral 1, introducir 32 en el campo Frecuencia muestral 2 e in-
troducir 90 en el campo Tamafio muestral 2.

2) En la solapa Opciones de contraste, seleccionar como hipétesis alternativa Bilateral y hacer click en
el botén Aceptar.

3 Ejercicios propuestos

1. El fichero pulso.txt contiene informacién sobre el pulso de un grupo de pacientes que han realizado
distintos ejercicios: pulso en reposo (pulsel), pulso después de hacer ejercicio (pulse2), tipo de ejercicio
(ran, 1=correr, 2=andar), sexo (sex, 1=hombre, 2=mujer) y peso (weight). Se pide:

a) Contrastar si el pulso en reposo estd por debajo de 75 pulsaciones.

b) ;Qué tamario muestral seria necesario para detectar una diferencia de 2 pulsaciones més en la
media de las pulsaciones en reposo, con un nivel de significacién 0,05 y una potencia de 0,97

¢) Contrastar si el pulso después de correr estd por encima de 85 pulsaciones.
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d) Contrastar si el porcentaje de personas con taquicardia leve (ntimero de pulsaciones en reposo
por encima de 90) supera el 5 %.

e) (Se puede afirmar que el ejercicio aumenta las pulsaciones con una significacién de 0,057 y con
una significacion 0,017 Justificar la respuesta.

f) (Existen diferencias entre las pulsaciones después de andar y después de correr? Justificar la
respuesta.

g) (Existen diferencias entre las pulsaciones en reposo entre hombres y mujeres? ;Y entre las pul-
saciones después de correr? Justificar la respuesta.
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Analisis de la Varianza de 1 Factor

1 Fundamentos tedricos

El Andlisis de la Varianza con un Factor es una técnica estadistica de contraste de hipdtesis, cuyo
proposito es estudiar el efecto de la aplicacion de varios niveles, también llamados tratamientos, de una
variable aleatoria cualitativa, llamada factor, en una variable cuantitativa, llamada respuesta.

Por ejemplo, supongamos que estamos interesados en conocer si el sueldo medio de los médicos que
entran a formar parte de la plantilla de un hospital, depende de la comunidad auténoma en la que
trabajan. En este problema, la variable factor es la comunidad auténoma, con sus distintos niveles que
son las distintas comunidades, mientras que la variable respuesta es el sueldo cobrado. A diferencia de
un andlisis de regresién simple, en el que se intenta explicar la variable respuesta mediante otra variable
cuantitativa (como por ejemplo, el sueldo en funcién de las horas de permanencia en el hospital, o de la
antigiiedad en el puesto de trabajo), en el andlisis de la varianza el factor, que es la variable independiente,
es una variable cualitativa.

Por otro lado, el andlisis de la varianza de 1 factor se parece a un contraste de comparaciéon de medias,
s6lo que en dicho contraste se comparan las medias de dos poblaciones, mientras que en el andlisis de la
varianza se comparan las medias de las k£ poblaciones correspondientes a los k niveles del factor.

Para comparar las medias de la variable respuesta segin los diferentes niveles del factor, se realiza
un contraste de hipétesis en el que la hipdtesis nula, Hy, es que la variable respuesta tiene igual media
en todos los niveles, mientras que la hipétesis alternativa, Hy, es que hay diferencias estadisticamente
significativas en al menos dos de las medias; y dicho contraste de hipdtesis se basa en la comparacién de
dos estimadores de la varianza total de los datos de la variable respuesta; de ahi procede el nombre de
esta técnica: ANOVA (Analysis of Variance).

1.1 Notacién, Modelo y Contraste
La notacién habitual en ANOVA es la siguiente:

k es el nimero de niveles del factor.

n; es el tamano de la muestra aleatoria correspondiente al nivel i-ésimo del factor.
k , .

n =73 . ,n; es el nimero total de observaciones.

Xi; (i=1,..,k j=1,..,n;) es una variable aleatoria que indica la respuesta de la j-ésima unidad
experimental al i-ésimo nivel del factor.

x;; es el valor concreto, en una muestra dada, de la variable Xj;.

Nivel del Factor
1 2 . L
X | Xog | 0 | X
Xig | Xog | oo | Xpa
Xin, | Xong |~ | Xeny
X2n2
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1; es la media de la poblacién del nivel 3.

X, = Z;“:l Xi;/n; es la variable media muestral del nivel 4, y estimador de p;.

uz

T, =Y. o1 Tij /mn; es la estimacién concreta para una muestra dada de la variable media muestral del
nivel <.

1 es la media de la poblacion incluidos todos los niveles.

X = Zle X;/k = Zle > ity Xij/n es la variable media muestral de todas las respuestas, y estimador
de pu.

- | — _ k n; . . . .
T=D3,_1Ti/k=732_1 > ;1 ®ij/n eslaestimacién concreta para una muestra dada de la variable media
muestral.

Con esta notacion podemos expresar la variable respuesta mediante un modelo matematico que la
descompone en componentes atribuibles a distintas causas:

Xig = p+ (s — p) + (Xij — ),

es decir, la respuesta j-ésima en el nivel i-ésimo puede descomponerse como resultado de una media
global, méas la desviacién con respecto a la media global debida al hecho de que recibe el tratamiento
i-ésimo, mas una nueva desviacién con respecto a la media del nivel debida a influencias aleatorias.

Sobre este modelo se plantea la hipdtesis nula: las medias correspondientes a todos los niveles son
iguales; y su correspondiente alternativa: al menos hay dos medias de nivel que son diferentes.

Hy

H1 = p2 = ... = [k

Hy

i # pj para alginiy j

Para poder realizar el contraste con este modelo es necesario plantear ciertas hipdtesis estructurales
(supuestos del modelo):

= Las k muestras, correspondientes a los k niveles del factor, representan muestras aleatorias inde-
pendientes de k poblaciones con medias ;1 = po = ... = puy, desconocidas.

= Cada una de las k poblaciones es normal.

» Cada una de las k poblaciones tiene la misma varianza, o2.

Teniendo en cuenta la hipdtesis nula y los supuestos del modelo, podemos construir un estadistico
del contraste con distribucién conocida, tal que permite aceptar o rechazar Hy; pero hasta poder dar el
valor de dicho estadistico, atin debemos seguir ampliando la notacién habitual en los test de ANOVA.

Si sustituimos en el modelo las medias poblacionales por sus correspondientes estimadores muestrales
tenemos

Xij =X+ (Xi - X) + (X;; - Xi) ,
o lo que es lo mismo, L o
Xij — X = (XZ-—X) + (Xij —XZ-).
Elevando al cuadrado y teniendo en cuenta las propiedades de los sumatorios, se llega a la ecuacién
que recibe el nombre de identidad de la suma de cuadrados:

k g k k Uz
MY X-X) =Y (X -X) DY (- X
i=1 j=1 i=1 i=1 j=1
donde:

Zle Z;;l(X” — X)? recibe el nombre de suma total de cuadrados, (STC), y es la suma de cuadrados
de las desviaciones con respecto a la media global; por lo tanto, una medida de la variabilidad total
de los datos.

102



UNIVERSIDAD SAN PaBLO CEU 11. Anadlisis de la Varianza de 1 Factor

2?21 ni(X; — X)? recibe el nombre de suma de cuadrados de los tratamientos o suma de cuadrados
intergrupos, (SCInter), y es la suma ponderada de cuadrados de las desviaciones de la media de
cada nivel con respecto a la media global; por lo tanto, una medida de la variabilidad atribuida al
hecho de que se utilizan diferentes niveles o tratamientos.

Zle Z;l:l(XU — X;)? recibe el nombre de suma de cuadrados residual o suma de cuadrados intragru-
pos, (SCIntra), y es la suma de cuadrados de las desviaciones de las observaciones con respecto a
las medias de los sus respectivos niveles o tratamientos; por lo tanto, una medida de la variabilidad
en los datos atribuida a las fluctuaciones aleatorias dentro del mismo nivel.

Con esta notacion la identidad de suma de cuadrados se expresa:

SCT = SClInter + SClIntra

Y un dltimo paso para llegar al estadistico que permitird contrastar Hy, es la definicién de los Cuadrados
Medios, que se obtienen al dividir cada una de las sumas de cuadrados por sus correspondientes grados
de libertad. Para SCT el niimero de grados de libertad es n — 1; para SCInter es k — 1; y para SCIntra
es n — k. Por lo tanto,

CMT = ﬂ
n—1
CMInter — 2C1nter
kE—1
CMIntra — 2CIntra
n—=k

Y se podria demostrar que, en el supuesto de ser cierta la hipdtesis nula y los supuestos del modelo,
el cociente:
CM Inter

CMIntra

sigue una distribucién F' de Fisher con kK — 1 y n — k grados de libertad.

De forma que, si Hy es cierta, el valor del cociente para un conjunto de muestras dado, estara préximo
a 1 (adn siendo siempre mayor que 1); pero si no se cumple Hy crece la variabilidad intergrupos y la
estimacion del estadistico crece. En definitiva realizaremos un contraste de hipdtesis unilateral con cola
a la derecha de igualdad de varianzas, y para ello calcularemos el p-valor de la estimacion de F' obtenida
y aceptaremos o rechazaremos en funcién del nivel de significacién fijado.

Tabla de ANOVA

Todos los estadisticos planteados en el punto anterior se recogen en una tabla denominada Tabla
de ANOVA, en la que se ponen los resultados de las estimaciones de dichos estadisticos en las muestras
concretas objeto de estudio. Esas tablas también son las que aportan como resultado de cualquier ANOVA
los programas estadisticos, que suelen anadir al final de la tabla el p-valor del F' calculado, y que permite
aceptar o rechazar la hipétesis nula de que las medias correspondientes a todos los niveles del factor son
iguales.

Suma de Grados de
cuadrados libertad Cuadrados medios Estadistico F p-valor
SClInter CM Inter
Int SClInt k—1 CMInter = ——— =— | P(F
ntergrupos nter nter - fo M Intra (F > fo)
SClInt
Intragrupos | SClIntra n—=k CMIntra = #
n—
Total SCT n—1
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Test de Comparaciones Multiples y por Parejas

Una vez realizado el ANOVA de un factor para comparar las k medias correspondientes a los k niveles
o tratamientos del factor, nos encontramos en una de las dos siguientes situaciones:

= No hemos podido rechazar Hy. En este caso se da por concluido el analisis de los datos en cuanto
a deteccién de diferencias entre los niveles.

= Tenemos razones estadisticas para rechazar Hy. En este caso es natural continuar con el analisis
para tratar de localizar con precision dénde esta la diferencia, cudles son el nivel o niveles cuyas
respuestas son estadisticamente diferentes.

En el segundo supuesto, hay varios métodos que permiten detectar las diferencias entre las medias
de los diferentes niveles, y que reciben el nombre de Test de Comparaciones Multiples. A su vez este tipo
de test se suelen clasificar en:

» Test de comparaciones por parejas, cuyo objetivo es la comparacién una a una de todas las posibles
parejas de medias que se pueden tomar al considerar los diferentes niveles. Su resultado es una tabla
en la que se reflejan las diferencias entre todas las posibles parejas y los intervalos de confianza
para dichas diferencias, con la indicacién de si hay o no diferencias significativas entre las mismas.
Hay que aclarar que los intervalos obtenidos no son los mismos que resultarian si considerasemos
cada pareja de medias por separado, ya que el rechazo de Hj en el contraste general de ANOVA
implica la aceptacion de una hipdtesis alternativa en la que estan involucrados varios contrastes
individuales a su vez; y si queremos mantener un nivel de significacién « en el general, en los
individuales debemos utilizar un o’ considerablemente mas pequeno.

= Test de rango multiple, cuyo objetivo es la identificacion de subconjuntos homogéneos de medias
que no se diferencian entre si.

Entre otros, para los primeros, el test de Bonferroni; para los segundos, el test de Duncan; y para ambas
categorias a la vez los test HSD de Tukey y Scheffé.
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2 Ejercicios resueltos

1. Se realiza un estudio para comparar la eficacia de tres programas terapéuticos para el tratamiento del
acné. Se emplean tres métodos:

a) Lavado, dos veces al dia, con cepillo de polietileno y un jabén abrasivo, junto con el uso diario
de 250 mg de tetraciclina.

b) Aplicacién de crema de tretinoina, evitar el sol, lavado dos veces al dfa con un jab6én emulsionante
y agua, y utilizaciéon dos veces al dia de 250 mg de tetraciclina.

¢) Evitar el agua, lavado dos veces al dfa con un limpiador sin lipidos y uso de crema de tretinoina
y de perdxido benzoilico.

En el estudio participan 35 pacientes. Se separ6 aleatoriamente a estos pacientes en tres subgrupos
de tamanos 10, 12 y 13, a los que se asigné respectivamente los tratamientos I, IT, y III. Después de
16 semanas se anoté para cada paciente el porcentaje de mejoria en el niimero de lesiones.

Tratamiento
I 11 111
486 50,8 | 68,0 71,9675 614
494 471|670 71,562,565 674
50,1 52,5 | 70,1 69,9 | 64,2 65,4
498 49,0 | 64,5 68,9 | 62,5 63,2
50,6 46,7 | 68,0 67,8 | 63,9 61,2
68,3 68,9 | 64,8 60,5
62,3

a) Crear un conjunto de datos con las variables tratamiento y mejora e introducir los datos de la
muestra.

b) Dibujar el diagrama de puntos. Se observan diferencias entre los tratamientos en el diagrama?

Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Graficos—Diagrama de puntos.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable mejora en el campo Variable, seleccionar la
variable tratamiento en el campo Grupos, y hacer click sobre el botén Aceptar.

¢) Realizar el contraste de ANOVA. ;Se puede concluir que los tres tratamientos tienen el mismo
efecto medio con un nivel de significacién de 0,057
Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching— Test paramétricos—Medias— ANOVA.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar el conjunto de datos acne en el campo Conjunto de
datos.

3) Seleccionar la variable mejora en el campo Variable dependiente, la variable tratamiento en el campo
Factores entre individuos y hacer click sobre el botén Aceptar.

d) Obtener la tabla de ANOVA correspondiente al problema pero que ademds muestre los interva-
los de confianza de comparacién de los tres tratamientos con una significacién de 0,05. ;Entre
qué parejas de tratamientos hay diferencias estadisticamente significativas?

Indicacién
Repetir los mismos pasos del apartado anterior activando la opcién Comparaciones de medias por pares de
la solapa Comparacién por pares.

e) Comprobar que se cumple la hipdtesis de igualdad de varianzas entre los tratamientos.

Indicacién
Repetir los mismos pasos del apartado anterior activando la opcién Test de Levene de la solapa Opciones.
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f) Dibujar el grafico de los intervalos de confianza para la media de cada tratamiento.

Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching —Graficos—Diagrama de medias.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable mejora en el campo Variable y seleccionar la
variable tratamiento en el campo Grupos.

3) Seleccionar la opcién Intervalos de confianza y hacer click sobre el botén Aceptar.

2. Se sospecha que hay diferencias en la preparacién del examen de selectividad entre los diferentes
centros de bachillerato de una ciudad. Con el fin de comprobarlo, de cada uno de los 5 centros, se
eligieron 8 alumnos al azar, con la condicién de que hubieran cursado las mismas asignaturas, y se
anotaron las notas que obtuvieron en el examen de selectividad. Los resultados fueron:

Centros

1 2 3 4 5

55 6,1 49 3,2 6,7
52 7,2 55 3,3 58
59 55 6,1 55 54
71 6,7 6,1 57 55
6,2 7.6 6,2 6,0 49
59 59 64 6,1 6,2
53 81 69 4,7 6,1
6,2 83 4,5 51 7,0

a) Crear un conjunto de datos con las variables nota y centro e introducir los datos de la muestra.

b) Dibujar el diagrama de puntos. ;Se observan diferencias entre los centros en el diagrama?

Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching —Graficos—Diagrama de puntos.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable nota en el campo Variable, seleccionar la
variable centro en el campo Grupos y hacer click sobre el botén Aceptar.

¢) Realizar el contraste de ANOVA. ;Se puede confimar la sospecha de que hay diferencias entre
las notas medias de los centros?
Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Test paramétricos—Medias— ANOVA.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar el conjunto de datos selectividad en el campo Conjunto
de datos.

3) Seleccionar la variable notas en el campo Variable dependiente, la variable centro en el campo Factores
entre individuos y hacer click sobre el botén Aceptar.

d) {Qué centros son los mejores en la preparacion de la selectividad?
Indicacién

Repetir los mismos pasos del apartado anterior activando la opcién Comparaciones de medias por pares de
la solapa Comparacién por pares.

3 Ejercicios propuestos

1. Se midié la frecuencia cardiaca (latidos por minuto) en cuatro grupos de adultos; controles normales
(A), pacientes con angina (B), individuos con arritmias cardiacas (C) y pacientes recuperados del
infarto de miocardio (D). Los resultados son los siguientes:
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A B C D
83 81 75 61
61 65 68 75
80 77 80 78
63 87 80 &0
67 95 74 68
89 8 78 65
71 103 69 68
73 89 T2 69
70 78 76 70
66 83 75 79
57 91 69 61

11. Anadlisis de la Varianza de 1 Factor

[ Proporcionan estos datos la suficiente evidencia para indicar una diferencia en la frecuencia cardiaca
media entre esos cuatro tipos de pacientes?. Considerar a = 0,05.

2. Se midi6 la frecuencia respiratoria (inspiraciones por minuto) en ocho animales de laboratorio y con
tres niveles diferentes de exposicién al mondxido de carbono. Los resultados son los siguientes:

Nivel de exposicién

Bajo Moderado Alto
36 43 45
33 38 39
35 41 33
39 34 39
41 28 33
41 44 26
44 30 39
45 31 29

Con base en estos datos, jes posible concluir que los tres niveles de exposicién, en promedio, tienen
un efecto diferente sobre la frecuencia respiratoria? Tomar « = 0, 05.
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ANOVA de Multiples Factores y

ANOVA de Medidas Repetidas

1 Fundamentos tedricos

Como ya se vio en una préctica anterior, el Andlisis de la Varianza de un Factor, ANOVA o también
ANOVA de una Via, es una técnica estadistica de contraste de hipdtesis cuyo propdsito es estudiar
el efecto de la aplicacién de varios niveles (también llamados tratamientos) de una variable aleatoria
cualitativa, llamada factor o via, en una variable cuantitativa, llamada respuesta. Si se supone que la
variable cualitativa independiente, es decir el factor, presenta k niveles diferentes, entonces para comparar
las k& medias de la variable respuesta segun los diferentes niveles del factor se realiza un contraste de
hipétesis, cuya hipétesis nula, Hy, es que la variable respuesta tiene igual media en todos los niveles,
mientras que la hipdtesis alternativa, Hj, es que hay diferencias estadisticamente significativas en al
menos dos de las medias. Dicho contraste de hipétesis se basa en la comparacion de dos estimadores de
la varianza total de los datos de la variable respuesta; de ahi procede el nombre de esta técnica: ANOVA
(Analysis of Variance).

No obstante, en muchos problemas aparece no ya un dnico factor que permite clasificar los individuos
de la muestra en k diferentes niveles, sino que pueden presentarse dos o mas factores que permiten
clasificar a los individuos de la muestra en multiples grupos segun diferentes criterios, que se pueden
analizar para ver si hay o no diferencias significativas entre las medias de la variable respuesta. Para
tratar con este tipo de problemas surge el ANOVA Muiltiples Factores (o también ANOVA de Varias
Vias) como una generalizacién del proceso de un factor, que ademds de permitir el andlisis de la influencia
de cada uno de los factores por separado también hace posible el estudio de la interaccion entre ellos.

Por otra parte, también son frecuentes los problemas en los que se toma més de una medida de una
variable cuantitativa (respuesta) en cada sujeto de la muestra, y se procede al andlisis de las diferencias
entre las diferentes medidas. Si sdlo se toman dos, el procedimiento adecuado es la T de Student de
datos pareados, o su correspondiente no paramétrico, el test de Wilcoxon; pero si se han tomado tres o
mas medidas, el test paramétrico correspondiente a la T de Student de datos pareados es el ANOVA de
Medidas Repetidas.

Incluso también se puede dar el caso de un problema en el que se analice una misma variable cuantita-
tiva medida en varias ocasiones en cada sujeto de la muestra pero teniendo en cuenta a la vez la influencia
de uno, dos o més factores que permiten clasificar a los individuos en varios subgrupos diferentes. En
definitiva, pueden aparecer problemas donde a la par que un ANOVA de medidas repetidas se requiera
realizar un ANOVA de dos o més vias.

Por 1ltimo, la situacién méas compleja que se puede plantear en el anélisis de una respuesta cuantitativa
se presenta cuando, anadida a medidas repetidas y dos o més vias o factores de clasificacién, se tienen
una o mas variables cuantitativas, llamadas Covariables, que se piensa que pueden influir en la variable
respuesta. Se procede entonces a realizar un ANCOVA o Andlisis de Covarianza, con el que se pretende
analizar la influencia de los factores y también ver si hay diferencias entre las medidas repetidas pero
habiendo eliminado previamente la influencia (variabilidad) debida a la presencia de las covariables que
se pretenden controlar.
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1.1 ANOVA de maultiples factores

ANOVA de dos factores con dos niveles cada factor

Para entender qué es un ANOVA de multiples factores, conviene partir de un caso sencillo con dos
factores y dos niveles en cada factor. Por ejemplo, se puede plantear un experimento con individuos que
siguen o no una dieta (primer factor: dieta, con dos niveles: si y no), y que a su vez toman o no un
determinado farmaco (segundo factor: farmaco, con dos niveles: si y no) para reducir su peso corporal
(variable respuesta numérica: reduccion del peso corporal expresada en Kg). En esta situacion, se generan
cuatro grupos diferentes: los que no hacen dieta ni toman farmaco (No-No), los que no hacen dieta pero
s toman farmaco (No-Si), los que hacen dieta y no toman farmaco (Si-No), y los que hacen dieta y
toman farmaco (Si-Sf). Y se pueden plantear tres efectos diferentes:

= Kl de la dieta: viendo si hay o no diferencias significativas en los Kg perdidos entre los individuos
que la han seguido y los que no.

= El del fArmaco: viendo si hay o no diferencias significativas en los Kg perdidos entre los individuos
que lo han tomado y los que no.

= El de la interaccion: viendo si el efecto combinado de dieta y farmaco es diferente del que tendrian
sumando sus efectos por separado, y entonces se dirfa que si que hay interaccién; o si por el contrario
el efecto de la combinacién de dieta y farmaco es el mismo que la suma de los efectos por separado,
y entonces se dirfa que no hay interaccién. A su vez, si hay interaccién se puede dar en dos sentidos:
si la combinacién de dieta y farmaco ha hecho perder més kilos a los pacientes de los que cabria
esperar con la suma de dieta y farmaco por separado, entonces la interacciéon de ambos factores ha
actuado en sinergia con los mismos, mientras que si la combinaciéon ha hecho perder menos kilos
de los que cabria esperar con dieta y farmaco por separado, entonces la interaccién ha actuado en
antagonismo con ambos.

Siguiendo con el ejemplo, supongamos que la tabla que aparece a continuacién refleja la media de
Kg perdidos dentro de cada uno de los grupos comentados. Por simplificar el ejemplo, no se reflejan
los Kg en cada individuo con la consiguiente variabilidad de los mismos, pero el ANOVA de dos vias
si que tendria en cuenta esa variabilidad para poder hacer inferencia estadistica, plantear contrastes de
hipétesis y calcular sus correspondientes p-valores.

Farmaco No

Farmaco Si

Dieta No

0

5

Dieta Si

3

8

Si los resultados obtenidos fuesen los de la tabla anterior, se diria que no hay interaccién entre farmaco
y dieta, ya que el efecto del farmaco en el grupo de los que no hacen dieta ha hecho perder 5 Kg en
media a los individuos, el efecto de la dieta en el grupo de los que no toman farmaco les ha hecho perder
3 Kg en media, y el efecto combinado de dieta y farmaco ha hecho perder 8 Kg con respecto a los que
no hacen dieta y tampoco toman farmaco. Estos 8 Kg son iguales a la suma de 3 y 5, es decir iguales a
la suma de los efectos de los factores por separado, sin ningin tipo de interaccién (de término anadido)
que cambie el resultado de la suma.

Con las medias de los cuatro grupos que se generan en el cruce de los dos factores, cada uno con
dos niveles (2 x 2), se representan los graficos de medias que aparecen més adelante. En estos graficos,
cuando no hay interaccién las rectas que unen las medias correspondientes a un mismo nivel de uno de
los factores son paralelas dentro de cierto margen de variabilidad.

Por el contrario, también podria obtenerse una tabla en la que la suma de los efectos por separado
fuese menor que el efecto combinado de dieta y farmaco:

Farmaco No

Farmaco Si

Dieta No

0

5

Dieta Si

3

12

En este caso, dejando al margen las variabilidad dentro de cada uno de los grupos y suponiendo que
la misma es lo suficientemente pequena como para que las diferencias sean significativas, los 8 Kg en
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Medias de peso perdido
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Figura 12.1 — Gréfico de medias de dos factores sin interaccién

media que se perderian al sumar los efectos por separado de dieta y farmaco son menores que los 12 que,
en media, han perdido los individuos que han tomado el firmaco y han seguido la dieta a la vez. Por
lo tanto, se ha producido una interaccion de los dos factores que, al unirlos, ha servido para potenciar
sus efectos por separado. Dicho de otra forma, para explicar el resultado final de los individuos que han
tomado el farmaco y también han seguido la dieta habria que introducir un nuevo término en la suma,
el término de interaccién, que contribuiria con 4 Kg de pérdida anadidos a los 8 Kg que se perderian
considerando simplemente la suma de dieta y farmaco. Como este nuevo término contribuye a aumentar
la pérdida que se obtendria al sumar los efectos por separado de ambos factores, se trataria de un caso
de interaccién en sinergia con los dos factores de partida.

Medias de peso perdido
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Figura 12.2 — Grafico de medias de dos factores con interaccién sinérgica.
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Por tdltimo, también se podria obtener una tabla en la que la suma de los efectos por separado fuese
mayor que el efecto combinado de los dos factores:

Farmaco No | Farmaco Si
Dieta No 0 5
Dieta Si 3 4

Igualmente, en este nuevo ejemplo los 8 Kg en media que se perderian al sumar los efectos por
separado de los dos factores son mayores que los 4 que en realidad pierden, en media, los individuos que
han seguido la dieta y utilizado el farmaco. Por lo tanto, para explicar el resultado obtenido en el grupo
de los que toman el farmaco y siguen la dieta habria que introducir un término anadido a la suma de
efectos sin mas, que se restaria a los 8 Kg hasta dejarlos en 4 Kg. Se trataria de un caso de interaccién
en antagonismo con los dos factores de partida.

Medias de peso perdido

0 — <
Farmaco|
- . = i
B no
72]
g o - o
<
—
&b
9)
=
N A
—
=5 o
no si

Dieta

Figura 12.3 — Gréfico de medias de dos factores con interaccién antagdnica.

En realidad, la interaccién también puede producirse en sinergia con uno de los factores y en antag-
onismo con el otro, ya que a veces los dos factores pueden producir un efecto con signo contrario. Por
ejemplo, al hablar del factor dieta, se tiende a pensar que se trata de una dieta que sirve para bajar el
peso, pero también cabe plantearse un experimento con personas que siguen una dieta de alto contenido
caldrico que en principio deberia hacerles subir peso y ver qué evolucién siguen cuando a la vez toman
un farmaco para bajarlo.

Como puede deducirse facilmente de las tablas y gréficas anteriores, la presencia de interaccién implica
que la diferencia entre las medias de los dos grupos dentro de un mismo nivel de uno de los factores no
es la misma que para el otro nivel. Por ejemplo, en la segunda tabla, la diferencia entre las medias de Kg
perdidos entre los que si que toman el farmaco y los que no lo toman vale: 5-0=5 Kg en los que no hacen
dieta, y 12-3=9 Kg en los que si que hacen dieta. Lo cual graficamente se traduce en que la pendiente
de la recta que une las medias dentro del grupo de los que si que toman el farmaco es diferente de la
pendiente que une las medias dentro del grupo de los que no lo toman. En las ideas anteriores se basara el
planteamiento del contraste de hipotesis para ver si la interaccién ha resultado o no significativa.

Como ya se ha comentado, en cualquiera de las tablas anteriores se podrian analizar tres efectos
diferentes: el de la dieta, el del farmaco y el de la interaccion de dieta con farmaco; lo cual, en términos
matematicos, se traduce en tres contrastes de hipdtesis diferentes:
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1. Efecto de la dieta sobre la cantidad de peso perdido:

Hy : ficon dieta = Hsin dieta
Hi : picon dieta 7& Hsin dieta

2. Efecto del farmaco sobre la cantidad de peso perdido:

HO * Hcon farmaco = Msin farmaco

Hi : picon tarmaco 7& Msin firmaco

3. Efecto de la interaccién entre dieta y farmaco, que a su vez se puede plantear de dos formas
equivalentes:

a) Viendo si dentro dentro de los grupos definidos en funcién de la dieta la diferencia de Kg
perdidos entre los que toman farmaco y los que no lo toman es la misma:

HO : (,Ucon farmaco — Msin férmaco)sin dieta = (Mcon farmaco — Msin férmaco)con dieta

Hl : (,Ucon farmaco — Msin férmaco)sin dieta 7é (Mcon farmaco — Msin férmaco)con dieta

b) Viendo si dentro de los grupos definidos en funcién del fAirmaco la diferencia de Kg perdidos
entre los que hacen dieta y los que no la hacen es la misma:

HO : (,Ucon dieta — Msin dieta)sin farmaco — (Mcon dieta — Msin dieta)con farmaco

Hl : (,Ucon dieta — Msin dieta)sin farmaco 7é (Mcon dieta — MUsin dieta)con farmaco

Aunque los detalles matematicos mas precisos sobre cémo el ANOVA de dos o mas vias da respuesta
a los contrastes expuestos quedan fuera del nivel de esta practica, la idea general es sencilla y muy
parecida a la explicada con més detalle en la practica de ANOVA de una via. En el ANOVA de una via,
la variabilidad total de los datos, expresada como suma de distancias al cuadrado con respecto a la media
global (llamada Suma de Cuadrados Total), se descompone en dos diferentes fuentes de variabilidad: las
distancias al cuadrado de los datos de cada grupo con respecto a la media del grupo, Suma de Cuadrados
Intra, méas las distancias al cuadrado entre las diferentes medias de los grupos y la media general, Suma
de Cuadrados Inter. La suma de cuadrados intra-grupos es también llamada Variabilidad Residual o
Suma de Cuadrados Residual, ya que su cuantia es una medida de la dispersion residual, remanente
incluso después de haber dividido los datos en grupos. Estas sumas de cuadrados, una vez divididas por
sus correspondientes grados de libertad, generan varianzas llamadas Cuadrados Medios, y el cociente de
cuadrados medios (cuadrado medio inter dividido entre cuadrado medio intra) bajo la hipStesis nula de
igualdad de medias en todos los grupos sigue una distribucién F' de Fisher que se puede utilizar para
calcular un p-valor del contraste de igualdad de medias. En el ANOVA de dos factores, en lugar de
dos fuentes de variabilidad tenemos cuatro: una por el primer factor, otra por el segundo, otra por la
interaccién y otra més que contempla la variabilidad residual o variabilidad intragrupos. En el ejemplo
anterior, las cuatro fuentes de variabilidad son:

1. La debida al primer factor: la dieta.
2. La debida al segundo factor: el farmaco.
3. La debida a la interaccién entre ambos.

4. La residual.

Las tres primeras fuentes de variabilidad llevan asociadas sus correspondientes sumas de cuadrados,
similares a la suma de cuadrados inter del ANOVA de una via, mientras que la variabilidad residual lleva
asociada su suma de cuadrados residual, similar a la suma de cuadrados intra del ANOVA de una via.
Dividiendo las sumas de cuadrados entre sus respectivos grados de libertad se obtienen varianzas, que
divididas entre la varianza residual generan, bajo la hipdtesis nula de igualdad de medias, valores f de
la distribucién F' de Fisher que pueden utilizarse para calcular el p-valor del correspondiente contraste.
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Lo anterior se resume en forma de tabla de un ANOVA de dos vias, considerando un primer factor
con ki niveles, un segundo factor con ks niveles y un total de datos n. Si se denomina F} al primer factor,
F5 al segundo, I a la interaccién y R al residual, la tabla de un ANOVA de dos vias tiene la siguiente
forma:

Fuente Suma Cuadrados Grados Libertad Cuadrados Medios Estadistico f  p-valor

P SFy kr—1 Ch =$£5 h=% PF>H)
12 SF, ky — 1 CF = £ fo=%2  P(F>f)
Interaccién SI (k1 = D(k2 = 1) CI = =3{5= fr=%5  P(F>f)
Residual SR n — kiks CR =St
Total ST n—1

Una vez obtenida la tabla, habitualmente mediante un programa de estadistica para evitar realizar la
gran cantidad de cdlculos que conlleva (los distintos programas pueden proporcionar tablas ligeramente
diferentes a la expuesta en esta préactica, en las que pueden aparecer filas anadidas cuya interpretacion
dependerd del programa utilizado), el siguiente paso es la interpretacién de los p-valores obtenidos en
cada uno de los factores y en la interaccién. Para ello, resulta clave el p-valor de la interaccién porque
condicionard completamente el analisis:

= Si la interaccién no ha resultado significativa (p-valor de la interaccién mayor que el nivel de
significacién, habitualmente 0,05), se puede considerar por separado la actuacién de los dos factores
y ver si hay o no diferencias significativas en sus niveles atendiendo al p-valor que aparece en la
tabla para cada uno de ellos. Por ejemplo, en la primera de las tablas del analisis de Kg perdidos
en funcién de la dieta y el fArmaco, se obtendria que la interaccién no es significativa, lo cual
implicaria que habria que analizar el efecto de los factores por separado. Para ello, se acudiria al
p-valor del factor dieta y si es menor que el nivel de significacién fijado, entonces el factor dieta
habria resultado significativo, lo cual quiere decir que habria diferencias significativas (més alld de
las asumibles por azar) entre los Kg perdidos por los individuos que hacen dieta y los que no; y
todo ello, independientemente de si los individuos estan tomando o no el farmaco, ya que no hay
una interaccion significativa que ligue los resultados de la dieta con el farmaco. Igualmente, con el
factor farmaco, se acudiria a su p-valor y se veria si hay o no diferencias significativas entre los Kg
perdidos por los que toman el farmaco y los que no lo hacen, independientemente de si siguen o no
la dieta.

= Si la interaccién ha resultado significativa (p-valor de la interaccién menor que el nivel de signifi-
cacién, habitualmente 0,05), no se puede considerar por separado la actuacién de los dos factores,
la presencia de uno de los factores condiciona lo que sucede en el otro y el analisis de diferencias de-
bidas al segundo factor debe realizarse por separado dentro de cada uno de los niveles del primero;
y a la inversa, el andlisis de diferencias debidas al primero debe realizarse por separado dentro de
cada uno de los niveles del segundo. Por ejemplo, en la segunda de las tablas del andlisis de Kg
perdidos en funcion de la dieta y el farmaco, muy probablemente se obtendria que la interaccion
si que es significativa, con lo cual no habria un unico efecto del farmaco: en el grupo de los que
no toman el farmaco, la diferencia de Kg perdidos entre los que si que hacen dieta y los que no
la hacen no seria la misma que en el grupo de los que si que toman el firmaco. E igualmente,
tampoco habria un tnico efecto de la dieta: en el grupo de los que no hacen dieta, la diferencia de
Kg perdidos entre los que si que toman el farmaco y los que no lo hacen no serfa la misma que en
el grupo de los que si que hacen dieta.

Una aclaracién final importante es que en ningtin caso un ANOVA de dos factores con dos niveles
en cada via equivale a hacer por separado una T de Student de datos independientes en cada uno de los
factores. Ni siquiera en el caso de que no haya interaccién el p-valor que se obtiene en cada uno de los
dos factores coincide con el que se obtendria en la comparacion de los niveles mediante la T de Student.
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El ANOVA de dos factores es una técnica multivariante que cuantifica la influencia de cada una de las
variables independientes en la variable dependiente después de haber eliminado la parte de la variabilidad
que se debe a las otras variables independientes que forman parte del modelo. En el ejemplo de los Kg
perdidos, no seria lo mismo analizar la influencia de la variable dieta después de eliminar la variabilidad
explicada mediante la variable farmaco e incluso la interaccién entre dieta y farmaco, que es lo que
haria el ANOVA de dos factores, que analizar simplemente la influencia de la variable dieta sin mas, o
farmaco sin mas, que es lo que podriamos hacer mediante una T de Student de datos independientes.
Tampoco el analisis de la interaccién en el ANOVA de dos factores equivale a realizar un ANOVA de
una via considerando una nueva variable independiente con cuatro categorias diferentes (1:Si-Si, 2:S{-No,
3:No-Si, 4:No-No), por el mismo motivo: las conclusiones del ANOVA de dos vias hay que entenderlas en
el contexto de una técnica multivariante en que la importancia de cada variable independiente se obtiene
después de eliminar de los datos la variabilidad debida a las demas.

ANOVA de dos factores con tres o mas niveles en algiin factor

El planteamiento y resoluciéon de un ANOVA de dos factores con tres o mas niveles en algtn factor es
muy parecido al ya expuesto de dos niveles en cada factor. Unicamente cambian ligeramente las hipdtesis
nulas planteadas en los factores en las que habria que incluir la igualdad de tantas medias como niveles
tenga el factor analizado, y las alternativas en las que se supone que alguna de las medias es diferente.
En cuanto a las interacciones, también se contemplarian diferencias de medias pero teniendo en cuenta
que hay maés diferencias posibles al tener mas niveles dentro de cada factor.

En cuanto a la interpretacién final de los resultados de la tabla del ANOVA, si no hay interaccién y sin
embargo hay diferencias significativas en cualquiera de los factores con 3 o més niveles, el siguiente paso
seria ver entre qué medias se dan esas diferencias. Por ejemplo, si no hay interaccién y se ha rechazado la
hipétesis nula de igualdad de medias entre los tres niveles del factor 1, habria que ver si esas diferencias
aparecen entre los niveles 1 y 2, o entre el 1 y 3, e incluso entre el 2 y el 3, independientemente del factor
2; e igualmente con el factor 2. Para poder ver entre qué niveles hay diferencias, habria que realizar Test
de Comparaciones Multiples y por Parejas; por ejemplo un test de Bonferroni o cualquier otro de los
vistos en la practica de ANOVA de una via. Si la interaccién saliese significativa, habria que hacer lo
mismo pero considerando las posibles diferencias entre los 3 niveles del factor 1 dentro de cada nivel del
factor 2 y viceversa.

Como ya se ha comentado para el ANOVA de dos factores con dos niveles en cada factor y la T de
Student de datos independientes, igualmente el ANOVA de dos factores con tres o mas niveles en algin
factor no equivale a dos ANOVAS de una via. El p-valor que se obtiene en el de dos factores no es el
mismo que que se obtendria en los ANOVAS de una via realizados teniendo en cuenta cada uno de los
factores por separado, incluso si la interaccion no es significativa.

ANOVA de tres o mas factores

Aunque los fundamentos del ANOVA de tres o més factores son muy parecidos a los de dos y la
tabla obtenida es muy similar, la complejidad en la interpretaciéon sube un escalén. Por ejemplo, en un
ANOVA de tres factores la tabla presentaria los tres efectos de cada uno de los factores por separado,
las tres interacciones dobles (1 con 2, 1 con 3 y 2 con 3), e incluso también podria mostrar la interaccién
triple (los programas de estadistica permiten considerar o no las interacciones de cualquier orden). Si la
interaccidn triple fuese significativa, entonces no se podria hablar del efecto general del factor 1, sino que
habria que analizar el efecto del factor 1 dentro de cada nivel del 2 y a su vez dentro de cada nivel del
3, vy asi sucesivamente. Si la interaccién triple no fuese significativa pero si que lo fuese la del factor 1
con el 2, entonces habria que analizar el efecto del factor 1 dentro de cada uno de los niveles del 2 pero
independientemente del factor 3. Y asi hasta completar un conjunto muy grande de analisis posibles y
de Test de Comparaciones Multiples aplicados. No obstante, es el propio experimentador el que debe
limitar el conjunto de andlisis a realizar con un planteamiento muy claro del experimento, reduciendo
en la medida de lo posible el nimero de factores considerados y teniendo claro que no merece la pena
considerar interacciones triples, o de érdenes superiores, si no hay forma clara de interpretar su resultado.

En ningtin caso un ANOVA de tres o mas factores equivale a tres ANOVAS de una via realizados
teniendo en cuenta los factores considerados por separado.
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Factores fijos y Factores aleatorios

A la hora de realizar un ANOVA de varios factores, el tratamiento de la variabilidad debida a cada
uno de ellos y también las conclusiones que se pueden obtener después de realizarlo, son diferentes
dependiendo de que los factores sean fijos o aleatorios.

Se entiende como Factor Fijo o Factor de Efectos Fijos aquel cuyos niveles los establece, los fija de
antemano, el investigador (por ejemplo, cantidades concretas de firmaco o de tiempo transcurrido), o
vienen dados por la propia naturaleza del factor (por ejemplo, el sexo o la dieta). Su variabilidad es
mas facil de controlar y también resulta mas sencillo su tratamiento en los calculos que hay que hacer
para llegar a la tabla final del ANOVA, pero tienen el problema de que los niveles concretos que toma el
factor constituyen la poblacién de niveles sobre los que se hace inferencia. Es decir, no se pueden sacar
conclusiones poblacionales que no se refieran a esos niveles fijos con los que se ha trabajado.

Por contra, un Factor Aleatorio o Factor de Efectos Aleatorios es aquel cuyos niveles son seleccionados
de forma aleatoria entre todos los posibles niveles del factor (por ejemplo, cantidad de farmaco, con
niveles 23 mg, 132 mg y 245 mg, obtenidos al escoger 3 niveles de forma aleatoria entre 0 y 250 mg).
Su tratamiento es mas complicado, pero al constituir una muestra aleatoria de niveles, se pretende sacar
conclusiones extrapolables a todos los niveles posibles.

Supuestos del modelo de ANOVA de dos o mas vias

Como ya sucedia con el ANOVA de una via, el de dos o més vias es un test paramétrico que supone
que:

= Los qdatos deben seguir distribuciones normales dentro de cada categoria, entendiendo por cate-
gorias todas las que se forman del cruce de todos los niveles de todos los factores. Por ejemplo, en
un ANOVA de 2 factores con 3 niveles en cada factor, se tienen 32 categorias diferentes.

= Todas las distribuciones normales deben tener igualdad de varianzas (homocedasticidad).

Cuando no se cumplen las condiciones anteriores y ademés las muestras son pequenas, no se deberia
aplicar el ANOVA de dos o més vias, con el problema afiadido de que no hay un test no paramétrico que
lo sustituya. Mediante test no paramétricos (sobre todo mediante el test de Kruskall-Wallis) se podria
controlar la influencia de cada uno de los factores por separado en los datos, pero nunca el importantisimo
papel de la interaccion.

1.2 ANOVA de medidas repetidas

Concepto de ANOVA de medidas repetidas

En muchos problemas se cuantifica el valor de una variable dependiente en varias ocasiones en el
mismo sujeto (por ejemplo: en un grupo de individuos que estédn siguiendo una misma dieta, se puede
anotar el peso perdido al cabo de un mes, al cabo de dos y al cabo de tres), y se intenta comparar la
media de esa variable en las diferentes ocasiones en que se ha medido, es decir, ver si ha habido una
evolucién de la variable a lo largo de las diferentes medidas (en el ejemplo anterior, una evolucién del peso
perdido). Conceptualmente es una situacién andloga a la estudiada al comparar dos medias con datos
emparejados mediante una T de Student de datos emparejados, o su correspondiente no paramétrico, el
test de Wilcoxon, pero ahora hay mas de dos medidas emparejadas, realizadas en el mismo individuo.
En estas situaciones se utiliza el ANOVA de medidas repetidas.

El ANOVA de medidas repetidas, como también sucede con cualquier otro test que utilice datos
emparejados, tiene la ventaja de que las comparaciones que se realizan estdn basadas en lo que sucede
dentro de cada sujeto (intra-sujetos), lo cual reduce el ruido o variabilidad que se produce en compara-
ciones entre diferentes grupos de sujetos. Por ejemplo, en el estudio sobre la evolucién del peso perdido
con personas que siguen la misma dieta, se podria haber cuantificado la variable al cabo de uno, dos
y tres meses, pero en tres grupos diferentes que hubiesen seguido la misma dieta, pero con este diseno
del estudio no se controlan otras variables que pueden influir en el resultado final, por ejemplo el sexo,
la edad, o la cantidad de ejercicio que se hace al dia. Dicho de otra forma, en el diseno con grupos
independientes es posible que alguno de los grupos tenga una media de edad superior, o no haya igual
nimero de hombres que de mujeres, y todo ello tener su reflejo en el nimero de Kg perdidos. Mientras
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que, con el disenio de datos emparejados, la segunda medida se compara con la primera que también se
ha realizado en la misma persona, y por lo tanto es igual su sexo, su edad y la cantidad de deporte que
realiza; y asi con todas las demés medidas que se comparan entre si pero dentro del mismo individuo. Eso
permite controlar la variabilidad y detectar pequenas diferencias que de otra forma serian indetectables.

ANOVA de medidas repetidas como ANOVA de dos vias sin interaccion

El ANOVA de medidas repetidas puede realizarse como un ANOVA de dos vias sin interaccién sin mas
que realizar los cédlculos oportunos introduciendo adecuadamente los datos en un programa estadistico.

En la situacién de partida, si suponemos que tenemos k medidas emparejadas de una variable de-
pendiente numérica y n individuos en los que hemos tomado las medidas, los datos se pueden organizar
como aparecen en la tabla siguientes:

Medida 1 | Medida 2 | ... | Medida k
Individuo 1 21,1 21,2 . T1,k
Individuo 2 22,1 2.2 i T2k
Individuo n Tn,1 Tn,2 . Tk

Pero esos mismos datos también se pueden ordenar en un formato de tabla mucho méas conveniente
para poderles aplicar un ANOVA de dos vias:

Variable Dependiente | Individuo | Medida
Fila 1 T1,1 1 1
Fila 2 T2 1 2 1
Filan Tn,1 n 1
Filan+1 T1,2 1 2
Filan + 2 2,2 2 2
Fila 2n Tn,2 n 2
Fila (k—1)n+1 1k 1 k
Fila (k —1)n+2 Tk 2 k
Fila kn Tk n k

Con ello, tanto Individuo como Medida son variables categéricas que dividen la muestra total (n - k
datos de la variable dependiente) en grupos: n grupos en la variable Individuo y k grupos en la variable
Medida. Ademds, considerando el cruce de ambas variables (Medida x Individuo) se forman n - k grupos
con un unico dato de la variable dependiente en cada grupo.

Para explicar la variabilidad de los datos de la variable dependiente cuantitativa se pueden considerar
tres fuentes: la debida a la variable Medida, la debida a la variable Individuo, y la residual. Ahora no
cabe hablar de la variabilidad debida a la interaccién entre Medida e Individuo ya que los grupos que
surgen del cruce de los dos factores sélo tienen un dato y no es viable calcular medias y dispersiones
dentro de un grupo con un unico dato. Y el andlisis de la influencia de cada uno de los factores se realiza
mediante un ANOVA de dos factores sin interaccién, que genera la siguiente tabla:
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Fuente Suma Cuadrados Grados Libertad Cuadrados Medios Estadistico f p-valor
F| = Medida SFy k—1 cr =24 =% PF>f)
F, = Individuo SF n—1 CF, =355 fo=%L  P(F>f)
Residual SR nk—n—k+1 CR= 28—
Total ST n—1

Y permite dar respuesta a los siguientes contrastes:
1. En la variable Medida:

Hy : piMedida 1 = HMedida 2 = --- = [IMedida k
H; : Alguna de las medias es diferente.

Si el p-valor obtenido es menor que el nivel de significacién fijado querrd decir que alguna de las
medias es significativamente diferente del resto. Este es el contraste méds importante del ANOVA
de medidas repetidas y supone que la variabilidad dentro de cada individuo (intra-sujeto) es lo
suficientemente grande como para que se descarte el azar como su causa. Por lo tanto la variable
Medida ha tenido un efecto significativo.

2. En la variable Individuo:

HO . UIndividuo 1 = MIndividuo 2 = -+ = HIndividuo n
H; : Alguna de las medias es diferente.

Si el p-valor obtenido es menor que el nivel de significacién fijado querrd decir que alguna de las
medias es significativamente diferente del resto, y por lo tanto alguno de los individuos analizados
ha tenido un comportamiento en la variable dependiente diferente del resto. En realidad no es
un contraste importante en el ANOVA de medidas repetidas ya que supone un andlisis de la
variabilidad entre individuos (inter-sujetos), pero es muy dificil que en un experimento dado esta
variabilidad no esté presente.

Si la conclusién del ANOVA es que hay que rechazar alguna de las dos hipdtesis nulas, ya sea la de
igualdad de medias en los grupos formados por la variable Medida o la de igualdad de medias en los
grupos formados por la variable Individuo, entonces en el siguiente paso se podria aplicar un Test de
Comparaciones Multiples y por Parejas, por ejemplo un test de Bonferroni, para ver qué medias son
diferentes, especialmente para ver entre qué niveles del la variable Medida se dan las diferencias.

Supuestos del ANOVA de medidas repetidas

Como en cualquier otro ANOVA, en el de medidas repetidas se exige que:

= Los datos de la variable dependiente deben seguir distribuciones normales dentro de cada grupo,
va sea formado por la variable Medida o por la variable Individuo. Como el contraste mas impor-
tante se realiza en la variable Medida, resultard especialmente importante que sean normales las
distribuciones de todas las Medidas .

= Todas las distribuciones normales deben tener igualdad de varianzas (homocedasticidad), especial-
mente las de las diferentes Medidas.
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Cuando en un ANOVA de medidas repetidas se cumple la normalidad y la homocedasticidad de todas
las distribuciones se dice que se cumple la Esfericidad de los datos, y hay tests estadisticos especialmente
disenados para contrastar la esfericidad como la prueba de Mauchly.

Cuando no se cumplen las condiciones anteriores y ademés las muestras son pequenas, no se deberia
aplicar el ANOVA de medidas repetidas, pero al menos si que hay una prueba no paramétrica que
permite realizar el contraste de si hay o no diferencias significativas entre los distintos niveles de la
variable Medida, que es el test de Friedman.

1.3 ANOVA de medidas repetidas + ANOVA de una o mas vias

No son pocos los problemas en los que, ademds de analizar el efecto intra-sujetos en una variable
dependiente cuantitativa medida varias veces en los mismos individuos para el que cabria plantear un
ANOVA de medidas repetidas, también aparecen variables cualitativas que se piensa que pueden es-
tar relacionadas con la variable dependiente. Estas tltimas variables introducen un efecto que aunque
habitualmente es catalogado como inter-sujetos més bien se trataria de un efecto inter-grupos, ya que
permiten definir grupos entre los que se podria plantear un ANOVA de una o més vias. Por ejemplo,
se podria analizar la pérdida de peso en una muestra de individuos al cabo de uno, dos y tres meses de
tratamiento (ANOVA de medidas repetidas), pero teniendo en cuenta que los individuos de la muestra
han sido divididos en seis grupos que se forman por el cruce de dos factores, Dieta y Ejercicio, con
tres dietas diferentes: a, b y ¢, y dos niveles de ejercicio fisico diferentes: bajo y alto. Para analizar la
influencia de estos dos factores inter-sujetos, habria que plantear un ANOVA de dos vias con interaccion.
Para un ejemplo como el comentado, aunque los datos podrian disponerse de una forma similar a la que
permite realizar el ANOVA de medidas repetidas como un ANOVA de dos factores (variables Medida e
Individuo), y afiadirle dos factores mas (Dieta y Ejercicio), no resulta cémodo tener que introducir en
la matriz de datos varias filas para un mismo individuo (tantas como medidas repetidas diferentes se
hayan realizado). Por ello, determinados programas de estadistica, como R, permiten realizar ANOVAS
de medidas repetidas introduciendo los datos en el formato clasico, una fila para cada individuo y una
variable para cada una de las medidas repetidas, definiendo factores intra-sujeto que en realidad estarian
compuestos por todas las variables que forman parte de las medidas repetidas. Ademas, a los factores
intra-sujeto permiten afiadirle nuevos factores inter-sujeto (categorias) que pueden influir en las vari-
ables respuesta (las diferentes medidas), e incluso comprobar si hay o no interaccién entre los factores
inter-sujeto entre si y con los factores intra-sujeto. Por lo tanto, son procedimientos que realizan a la
vez un ANOVA de medidas repetidas y un ANOVA de una o maés vias, con la ventaja de que se pueden
introducir los datos en la forma clédsica: una fila para cada individuo.

El resultado de la aplicacién de estos procedimientos es muy parecido a los comentados en apartados
previos: se generan tablas de ANOVA en las que se calcula un p-valor para cada uno de los factores, ya
sean intra-sujeto (medidas repetidas) o inter-sujeto (categorias), y también para la interaccién, ya sea
de los factores inter-sujeto entre si o de factores inter-sujeto con los intra-sujeto.
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2 Ejercicios resueltos

1. En un estudio disenado para analizar la influencia de un tipo de dieta y de un farmaco en el peso
corporal perdido, expresado en Kg, se ha anotado el nimero de Kg perdidos en un grupo de personas
al cabo de 3 meses de dieta y de tomar el firmaco, obteniendo los siguientes resultados (si algin
individuo presenta un dato negativo significa que en lugar de perder Kg de peso los ha ganado):

Farmaco NO Farmaco SI
Dieta NO | 1,5 0,5 00 —-10 —-101(6,5 50 7,0 3,0 4,5 4,0
Dieta SI 35 30 40 25 20 95 80 75 70 85 7,5

a) Crear un conjunto de datos dieta.farmaco con las variables kilos_perdidos, dieta y farmaco.

b) Mostrar el diagrama de interaccién de los kilos perdidos para los distintos grupos segin la dieta
y el farmaco. ; Qué conclusiones cualitativas pueden sacarse del grafico obtenido?

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Graficos—Diagrama de interaccién.

2) Seleccionar la variable kilos_perdidos en el campo Variable respuesta, la variable dieta en el campo Grupos
eje Xy la variable farmaco en el campo Grupos de trazado, y hacer click en el botén Aceptar.

Se observa claramente que no hay interaccién (lineas paralelas), que los dos puntos del grupo de los que no hacen
dieta estan por debajo de los que si que la hacen, lo cual hace sospechar que el factor dieta sera significativo,
e igualmente los dos puntos de los que no toman firmaco estan por debajo de los que si que lo toman, lo cual
hace sospechar que el factor farmaco también serd significativo.

¢) Realizar un contraste de ANOVA de dos factores con los datos e interpretar la tabla de ANOVA
obtenida.
Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Tests paramétricos—Medias— ANOVA.
2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar el conjunto de datos dieta.farmaco.

3) Seleccionar la variable kilos_perdidos como Variable dependiente y las variables dieta y farmaco en el
campo Factores entre individuos, y hacer click sobre el botén Aceptar.

Para la interpretacion de la tabla de ANOVA, prestar especial atencién a las siguientes lineas de la tabla:
1) dieta: muestra si la dieta resulta o no significativa para explicar la variabilidad del peso perdido.
2) farmaco: muestra si el firmaco resulta o no significativo.
3) dieta:farmaco: muestra si la interaccién de dieta y farmaco resulta o no significativa.

Una conclusién muy importante a la luz de los resultados es que no hay una interaccién significativa entre
dieta y farmaco, es decir que el efecto del fairmaco no dependerd de si una persona toma o no dieta, y a la
inversa, que el efecto de la dieta no dependera de si se toma o no farmaco.

d) Teniendo en cuenta que no hay interaccién significativa, calcular el intervalo de confianza para
la diferencia de medias en los kg perdidos segin la variable dieta e igualmente con la variable
farmaco.

Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Tests paramétricos—Medias— ANOVA.
2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar el conjunto de datos dieta.farmaco.
3) Seleccionar la variable kilos_perdidos como Variable dependiente y las variables dieta y farmaco en el
campo Factores entre individuos.
4) En la solapa Comparacién por pares seleccionar la opcién Comparacién de medias por pares y hacer
click sobre el botén Aceptar.

2. En un estudio disenado para analizar la influencia de un tipo de dieta y de un farmaco en el peso
corporal perdido, expresado en Kg, se ha anotado el nimero de Kg perdidos en un grupo de personas
al cabo de 3 meses de dieta y de tomar el firmaco, obteniendo los siguientes resultados (si algin
individuo presenta un dato negativo significa que en lugar de perder Kg de peso los ha ganado):

Farmaco NO Farmaco SI
Dieta NO | 1,5 0,5 0,0 —10 —1,0 6,5 50 70 3,0 45 40
Dieta SI 35 30 40 25 20 12,5 12,0 11,5 13,5 12,5 10,0

120



UNIVERSIDAD SAN PABLO CEU 12. ANOVA de muiltiples factores y medidas repetidas

a) Crear un conjunto de datos dieta.farmaco con las variables kilos_perdidos, dieta y farmaco.

b) Mostrar el gréfico de interaccién de los kilos perdidos para los distintos grupos segtn la dieta y
el farmaco. ;Qué conclusiones cualitativas pueden sacarse del gréfico obtenido?

Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Graficos—Diagrama de interaccién.

2) Seleccionar la variable kilos_perdidos en el campo Variable respuesta, la variable dieta en el campo Grupos
eje Xy la variable farmaco en el campo Grupos de trazado, y hacer click en el botén Aceptar.

Ahora se observa claramente que hay interaccién (lineas no paralelas), que los dos puntos del grupo de los
que no hacen dieta estan por debajo de los que si que la hacen, lo cual hace sospechar que el factor dieta
serd significativo, e igualmente los dos puntos de los que no toman farmaco estan por debajo de los que si que
lo toman, lo cual hace sospechar que el factor farmaco también serd significativo.

¢) Realizar un contraste de ANOVA de dos factores con los datos e interpretar la tabla de ANOVA
obtenida. jHay interaccién significativa? ;Cémo se interpretaria?
Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Tests paramétricos—Medias— ANOVA.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar el conjunto de datos dieta.farmaco.

3) Seleccionar la variable kilos_perdidos como Variable dependiente y las variables dieta y farmaco en el
campo Factores entre individuos, y hacer click sobre el botén Aceptar.

Ahora puede concluirse que si hay interaccién significativa, y eso implica que no hay la misma diferencia en
Kg perdidos entre los que hacen dieta y los que no si consideramos el grupo de los que no toman farmaco, que
si consideramos el grupo de los que si lo toman.

d) Teniendo en cuenta que hay interaccién significativa, calcular el intervalo de confianza para la
diferencia de medias en los kg perdidos segun la variable dieta y farmaco, asi como entre los
grupos que surgen de su interaccion.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Tests paramétricos—Medias— ANOVA.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar el conjunto de datos dieta.farmaco.

3) Seleccionar la variable kilos_perdidos como Variable dependiente y las variables dieta y farmaco en el
campo Factores entre individuos.

4) En la solapa Comparacién por pares seleccionar la opcién Comparacién de medias por pares y hacer
click sobre el botén Aceptar.

3. Se ha realizado un experimento que consiste en que se ha anotado el tiempo, en dias, que han tardado
en contestar correctamente a un cuestionario 30 personas, 15 hombres y 15 mujeres, distribuidos en
grupos que han seguido tres métodos diferentes de aprendizaje de la materia del cuestionario. Los
resultados aparecen en la siguiente tabla:

Método a Método b Método ¢
Hombre | 15, 16, 18, 19, 14 | 25, 27, 28, 23, 29 | 21, 22, 18, 17, 20
Mujer | 24, 27, 29, 25, 23 | 17, 15, 13, 16, 18 | 20, 19, 22, 17, 23

a) Crear un conjunto de datos metodo.aprendizaje con las variables sexo, metodo y dias.

b) Mostrar el grifico de interaccién de los del tiempo de aprendizaje para los distintos grupos segin
el sexo y el método de aprendizaje. ;Qué se puede decir de la interaccién de las variables?
Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Graficos—Diagrama de interaccién.

2) Seleccionar la variable dias en el campo Variable respuesta, la variable metodo en el campo Grupos eje
X y la variable sexo en el campo Grupos de trazado, y hacer click en el botén Aceptar.

Es evidente que las lineas se cruzan, lo cual indica que hay interaccién.
¢) Realizar un contraste de ANOVA de dos vias con interaccién e interpretar los resultados.
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Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Tests paramétricos—Medias— ANOVA.
2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar el conjunto de datos metodo.aprendizaje.

3) Seleccionar la variable dias como Variable dependiente y las variables sexo y metodo en el campo
Factores entre individuos, y hacer click sobre el botén Aceptar.

Se puede observar que no hay diferencias significativas asociadas al sexo ni al método. Sin embargo si que
hay interaccién, es decir la diferencia en el tiempo de respuesta entre hombres y mujeres depende del método
seguido, e igualmente las diferencias entre los tiempos de respuesta segin los diferentes métodos dependen del
sexo.

d) Calcular los intervalos de confianza para la diferencia de medias en el tiempo de aprendizaje
entre los grupos que surgen de la interaccion del sexo con el método de aprendizaje.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Tests paramétricos—Medias— ANOVA.
2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar el conjunto de datos metodo.aprendizaje.

3) Seleccionar la variable dias como Variable dependiente y las variables sexo y metodo en el campo
Factores entre individuos.

4) En la solapa Comparacién por pares seleccionar la opcién Comparacién de medias por pares y hacer
click sobre el botén Aceptar.

4. Se desea comparar la rapidez con la que aparece el efecto de tres nuevos agentes repigmentadores:
A, By C. Con esta intencién, se aplican de manera topica dosis equivalentes de los tres repigmen-
tadores en zonas de la piel con pérdida total de pigmentacion en los mismos ocho pacientes con
vitiligo. A continuacién, se recoge el tiempo, en dias, que tardan en aparecer los primeros signos de
repigmentacion:

A B C
19 3 31
1 2 9
7 4 16
4 1 6
3 2 8
5 7 18
7T 1 5
4 3 9

a) Crear un conjunto de datos repigmentacién con las variables individuo, tiempo y repigmentador.

Indicacién
Aunque todos los repigmentadores se aplican a cada individuo, para hacer un ANOVA de medidas repetidas
hay que introducir el individuo como el factor inter-sujetos, mientras que el repigmentador seria el factor-
intrasujetos.

b) Realizar un ANOVA de medidas repetidas e interpretar el resultado obtenido.

Indicacion

1) Seleccionar el ment Teaching—Tests paramétricos—Medias— ANOVA.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar el conjunto de datos repigmentacién.
3) Seleccionar la opcién de disefio Dentro de individuos (medidas repetidas).
4) Seleccionar la variable tiempo como Variable dependiente, la variable repigmentador en el cam-

po Factores dentro de los individuos, la variable individuo en el campo Identificador de los
individuos y hacer click en el botén Aceptar.

¢) (Entre qué medidas del tratamiento repigmentador se dan diferencias estadisticamente significa-
tivas?
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Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Tests paramétricos—Medias— ANOVA.
) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar el conjunto de datos repigmentacion.
3) Seleccionar la opcién de disefio Dentro de individuos (medidas repetidas).
)

Seleccionar la variable tiempo como Variable dependiente, la variable repigmentador en el campo
Factores dentro de los sujetos, la variable individuo en el campo Identificador de los individuos.

5) En la solapa Comparacién por pares seleccionar la opcién Comparacién de medias por pares y hacer
click sobre el botén Aceptar.

5. En un estudio se quiere analizar la eficacia de dos tipos de entrenamiento (Al: entrenamiento sélo
fisico, A2: entrenamiento fisico 4+ entrenamiento psicolégico) para mejorar el rendimiento fisico. Para
ello, se dispone de una muestra de 8 individuos con los que se generan dos grupos de 4 asignados
aleatoriamente, y se mide su rendimiento fisico mediante un test de rendimiento numeérico que va de
0 a 15 puntos. Los 8 individuos son sometidos al test en 4 momentos diferentes (B1: al cabo de una
semana de entrenamiento, B2: al cabo de dos, B3: al cabo de tres y B4: al cabo de 4). Los datos
obtenidos fueron:

B4
7
8
9
8
10
10
9
11

=
oy,
o
oy
I

Al

A2

po| 1| po| = | ol wo| | co| B
o x| ol pof wof | enf W
o| ol o o o 1| 00| 1

a) Crear un conjunto de datos entrenamiento.psicologico con las variables individuo, rendimiento y
entrenamiento Yy semana.
Indicacién
La variable semana contiene varias varias medidas repetidas en cada individuo, de modo que para poder

aplicar el procedimiento de ANOVA de medidas repetidas debe introducirse una fila por cada observacién en
el conjunto de datos

b) Mostrar el grafico de interaccién de los del redimiento para los distintos grupos segin el tipo de
entrenamiento y la semana. ;Qué se puede decir de la interaccién de las variables?

Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Graficos—Diagrama de interaccién.
2) Seleccionar la variable rendimiento en el campo Variable respuesta, la variable semana en el campo
Grupos eje X y la variable entrenamiento en el campo Grupos de trazado, y hacer click en el botén
Aceptar.

Es evidente que las lineas se cruzan, lo cual indica que hay interaccion.

¢) Realizar un ANOVA mixto (un factor entre individuos y otro dentro de los individuosmedidas)
e interpretar el resultado obtenido. ;Influye significativamente la semana en la que se realiza el
test en el resultado? ;Y el tipo de entrenamiento? ;Es significativa la interaccién entre tipo de
entrenamiento y la semana en la que se realiza el test?

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Tests paramétricos—Medias— ANOVA.
) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar el conjunto de datos entrenamiento.psicologico.
3) Seleccionar la opcién de disefio Mixto.
) Seleccionar la variable rendimiento como Variable dependiente, la variable entrenamiento en el campo

Factores entre individuos, la variable semana en el campo Factores dentro de los individuos, la
variable individuo en el campo Identificador de los individuos y hacer click en el botén Aceptar.
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d) Entre qué medias hay diferencias estadisticamente significativas?

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Tests paramétricos—Medias— ANOVA.
) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar el conjunto de datos entrenamiento.psicologico.
3) Seleccionar la opcién de disefio Mixto.
)

Seleccionar la variable rendimiento como Variable dependiente, la variable entrenamiento en el campo
Factores entre individuos, la variable semana en el campo Factores dentro de los individuos, la
variable individuo en el campo Identificador de los individuos.

5) En la solapa Comparacién por pares seleccionar la opcién Comparacién de medias por pares y hacer
click sobre el botén Aceptar.

3 Ejercicios propuestos

1. En un estudio se quiere analizar la influencia sobre la ansiedad social, cuantificada mediante una
escala numérica que va de 0 a 10, de la edad, dividida en tres categorias, y si se fuma o no. Los datos
obtenidos fueron:

Fumar No Fumar Si

Edad 1 | 3,91;5,01;4,47;3,33;4,71 | 4,83;3,95;4,04; 3,66; 9,44
Edad 2 | 5,65;6,49;5,50;5,72;5,44 | 9,66; 7,68;9,57;7,98; 7,39
Edad 3 | 4,94;7,13;5,54;5,94;6,16 | 5,92;5,48;5,19;6,12; 4,45

a) Considerando la posibilidad de interaccién entre las variables independientes, jse puede consid-
erar que la edad, expresada en forma de categorias, influye en la ansiedad? ;Y el fumar? ;Se
puede considerar que el fumar o no influye de forma diferente en la ansiedad dependiendo de la
categoria de edad analizada?

b) Dependiendo de los resultados del apartado anterior, jentre qué medias habria diferencias es-
tadisticamente significativas? Calcular los intervalos de confianza para las diferencias.

2. Se ha aplicado un dispositivo electrénico que mide la frecuencia cardiaca a 10 estudiantes. Se real-
iz6 una primera medicién un minuto antes de que comenzasen a hacer un examen, la segunda mediciéon
se hizo cuando llevaban 15 minutos realizando el examen, la tercera un minuto después de entregarlo
y la cuarta 15 minutos después de terminar. Los resultados fueron:

Estudiante Medidal Medida2 Medida3 Medida4

1 o7 61 7 70
2 73 87 88 83
3 5 89 89 65
4 5 60 67 68
5 7 87 67 67
6 88 96 84 95
7 89 65 89 60
8 101 80 7 60
9 103 85 76 66
10 107 73 69 60

;Son las mediciones significativamente distintas entre si? Si hay diferencia, ;entre qué mediciones se
dan?
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Practica de Estadistica con R 13

Contrastes de Hipotesis

No Parameétricos

1 Fundamentos tedricos

Gran parte de los procedimientos estadisticos disefiados para hacer inferencia (prueba T para con-
trastar hipdtesis sobre medias, prueba F' para contrastar hipdtesis sobre varianzas...), presentan tres
caracteristicas comunes:

= Permiten contrastar hipdtesis referidas a algin pardmetro poblacional (u, o, ...), o relaciones entre
pardmetros poblacionales (1 — a2, 01/09, ...).

= Exigen el cumplimiento de determinados supuestos sobre las poblaciones originales de las que se
extraen las muestras, como la normalidad o la igualdad de varianzas (homogeneidad de varianzas
u homocedasticidad), e incluso sobre la manera de obtener los datos, como la aleatoriedad en las
observaciones.

= Estdn disenados para trabajar con variables cuantitativas.

A los procedimientos estadisticos que presentan las tres caracteristicas anteriores se les denomina
Contrastes Paramétricos o Pruebas Paramétricas, y son las técnicas estadisticas mds utilizadas.
No obstante, presentan dos inconvenientes que hacen que su utilidad se vea reducida: por un lado, exigen
el cumplimiento de supuestos que en determinadas ocasiones pueden resultar demasiado restrictivos (a
menudo las distribuciones no son normales, o no se tiene homogeneidad de varianzas...); por otro, no
siempre se puede trabajar con variables cuantitativas (en ciencias sociales y de la salud, en muchos casos
serdn cualitativas y en el mejor de los casos cualitativas ordinales).

Afortunadamente, existen contrastes que permiten poner a prueba hipdtesis que no se refieren especifi-
camente a pardmetros poblacionales (como p 0 o), o que no exigen supuestos demasiado restrictivos en
las poblaciones originales, e incluso que tampoco necesitan trabajar con variables cuantitativas. Este tipo
de contrastes que no cumplen alguna de las tres caracteristicas de los contrastes paramétricos reciben el
nombre de Contrastes No Paramétricos o Pruebas No Paramétricas.

En realidad, en términos estrictos, para tener un contraste no paramétrico seria suficiente con que
en el mismo no se plantease una hipdtesis sobre algin parametro poblacional. Por eso, algunos autores
distinguen entre contrastes no paramétricos y contrastes de distribucién libre (distribution-free), o exentos
de distribucién, que serian los que no impondrian supuestos restrictivos en la distribucién de la poblaciéon
original. No obstante, como casi todos los contrastes no paramétricos son a su vez de distribucién libre, hoy
en dia se denomina contraste no paramétrico a cualquiera que no cumpla alguna de las tres caracteristicas
senaladas.

Los mayores atractivos de los contrastes no paramétricos son:

= Al exigir condiciones menos restrictivas a la muestra sobre las caracteristicas de la distribucién de
la poblacién de la que se ha extraido, son més generales que los paramétricos (se pueden aplicar
tanto a situaciones en las que no se deberian aplicar paramétricos como a situaciones en las que
si que se podrian aplicar).

= Son especialmente ttiles cuando hay que analizar muestras pequenas, ya que, con muestras grandes
(n > 30), aunque la poblacién de partida no siga una distribucién normal, el Teorema Central del
Limite garantiza que la variable media muestral si que serd normal, y no habra ningin problema con
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contrastes sobre la media poblacional basados en la media muestral cuyo comportamiento es normal
(por ejemplo, contrastes con la T de Student). Con muestras pequenias (n < 30), si la distribucién
de los datos de la muestra no es normal tampoco podemos garantizar que lo sea la distribucién de
la media muestral, y no quedarda mas remedio que acudir a contrastes no paramétricos cuando se
pretenda ver si hay o no diferencias significativas entre distribuciones.

= Permiten trabajar tanto con variables cualitativas como cuantitativas. En éstas ultimas, en lugar de
trabajar con los valores originales, generalmente se trabaja con su rangos, es decir, simplemente con
el namero de orden que ocupa cada valor, por lo que incluso se simplifican los cédlculos necesarios
para aplicar los contrastes.

Por otro lado, también hay inconvenientes:

= Sien un problema concreto se puede aplicar tanto una prueba paramétrica como una no paramétri-
ca, la paramétrica presentard mayor potencia, es decir, mayor capacidad de deteccion de diferencias
significativas; o lo que es lo mismo, la no paramétrica necesitara mayores diferencias muestrales
para concluir que hay diferencias poblacionales.

= Con las pruebas paramétricas no sélo se pueden realizar los contrastes de hipé6tesis planteados sobre
los adecuados parametros poblacionales para llegar al p-valor del contraste, sino que también se
pueden generar intervalos de confianza con los que delimitar adecuadamente el posible valor de
dichos parametros. Con el p-valor se genera un niimero que cuantifica si el efecto analizado ha
sido o no estadisticamente significativo, pero puede que el efecto sea tan pequenio que no resulte
clinicamente relevante, mientras que con el intervalo de confianza si que se aprecia la magnitud
del efecto, y por lo tanto se puede concluir si ha sido o no clinicamente relevante. Igualmente, la
aplicacién de una prueba no paramétrica permitira obtener un p-valor del contraste, pero en muy
pocas de ellas hay procedimientos desarrollados que permitan obtener intervalos de confianza.

En las técnicas no paramétricas juega un papel fundamental la ordenacién de los datos, hasta el punto
de que en gran cantidad de casos ni siquiera es necesario hacer intervenir en los datos observados (variables
cuantitativas observadas) més que para establecer una relacién de menor a mayor entre los mismos. El
nimero de orden que cada dato ocupa recibe el nombre de rango del dato. Por ello, gran parte de los
contrastes no paramétricos, ademas de sobre variables cuantitativas, también pueden aplicarse sobre
variables cualitativas ordinales, a cuyos valores también se les podrd asignar un rango (un nimero de
orden).

Por otra parte, el proceso para llevar a cabo un contraste no paramétrico es muy parecido al de uno
paramétrico:

1. Planteamos una hipdtesis nula Hg y su correspondiente alternativa H;.
2. Suponiendo cierta la Hy, se calcula el valor de un estadistico muestral de distribucién conocida.

3. A partir del estadistico, se calcula el p-valor del contraste y se acepta o se rechaza Hjy dependiendo
de que el p-valor obtenido haya sido, respectivamente, mayor o menor que el nivel de significacion
marcado en la prueba (habitualmente 0,05).

1.1 Contrastes no paramétricos mas habituales
Los contrastes no paramétricos mas habituales son:

= Para analizar la relacién entre dos variables cualitativas nominales (diferencia de propor-
ciones en las tablas de contingencia), el contraste no paramétrico més importante es el que se basa
en el Test de la Chi-Cuadrado, al que se ha dedicado toda una préctica previa (Contrastes
basados en el estadistico x?. Comparacién de proporciones).

» Para analizar la aleatoriedad de una muestra, sobre todo se utiliza el Test de Rachas.

= Para analizar la normalidad de los datos de una muestra, sobre todo se utiliza el Contraste
de Kolmogorov-Smirnov, aunque también se utilizan criterios basados en los estadisticos de
Asimetria y Curtosis, el Contraste de Shapiro y Wilk, e incluso diversos métodos que se apoyan en
graficos, como los graficos P-P o Q-Q.
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= Para analizar las diferencias entre dos muestras, con datos independientes, en variables
cuantitativas u ordinales, sobre todo se utiliza el Test de la U de Mann-Whitney, cuyo cor-
respondiente paramétrico para variables cuantitativas es la T de Student de datos independientes.

= Para analizar las diferencias entre dos muestras, con datos pareados, en variables cuanti-
tativas u ordinales, sobre todo se utiliza el Test de Wilcoxon, cuyo correspondiente paramétrico
para variables cuantitativas es la T de Student de datos independientes.

= Para analizar las diferencias entre varias muestras (mas de dos), con datos indepen-
dientes, en variables cuantitativas u ordinales, sobre todo se utiliza el Test de Kruskal-
Wallis, cuyo correspondiente paramétrico para variables cuantitativas es el ANOVA.

= Para analizar las diferencias entre varias muestras, con datos pareados, en variables
cuantitativas u ordinales, sobre todo se utiliza el Test de Friedman, cuyo correspondiente
paramétrico para variables cuantitativas es el ANOVA de Medidas Repetidas.

= Para analizar la homogeneidad de varianzas de varias muestras (dos o mds), sin tener en
cuenta la normalidad de los datos, sobre todo se utiliza el Test de Levene, cuyo correspondiente
paramétrico cuando se comparan dos muestras es el test de igualdad de varianzas mediante la
distribucién F de Fisher.

= Por ultimo, para analizar la correlacion entre dos variables cuantitativas u ordinales, sobre
todo se utiliza el coeficiente de correlacién Rho de Spearman, junto con su test asociado
para ver si la correlacién es o no significativa

A continuacién se analizan todos los contrastes enumerados.

1.2 Aleatoriedad de una muestra: Test de Rachas

Frecuentemente suponemos que la muestra que utilizamos es aleatoria simple, es decir, que las n
observaciones se han tomado de manera aleatoria e independientemente unas de otras, y de la misma
poblacién. Pero, en general, esta hipdtesis no siempre se puede admitir, siendo por tanto necesario, en
muchos casos, contrastar si realmente estamos frente a una muestra aleatoria simple o no.

El Test de Rachas es una prueba que mide hasta qué punto el valor de una observacién en una
variable puede influir en las observaciones siguientes. Por ejemplo, si la variable analizada es el sexo y la
muestra es aleatoria extraida de una poblacién con aproximadamente el mismo nimero de mujeres que
de hombres, entonces resultard practicamente imposible que después de preguntar a un individuo que
resulta ser hombre, los 10 individuos siguientes también sean hombres; en todo caso, podrian aparecer
“rachas”de 3 o 4 hombres seguidos, pero no de 10.

Consideremos una muestra de tamano n que ha sido dividida en dos categorias X e Y con ny y no
observaciones cada una. Se denomina racha a una sucesion de valores de la misma categoria. Por ejemplo,
si estudiamos una poblacién de personas y anotamos el sexo: X = Hombre e Y= Mujer, y obtenemos la
secuencia: X X XYY XYYY, tendriamos ny =4, ng =5, n = nj; +ng =9, y el nimero de rachas igual a
4. En funcién de las cantidades nq y no se espera que el nimero de rachas no sea ni muy pequeno ni muy
grande, lo cual equivale a decir que no pueden aparecer rachas demasiado largas, ni demasiadas rachas
cortas.

Si las observaciones son cantidades numéricas, pueden dividirse en dos categorias que posean aprox-
imadamente el mismo tamano sin mas que considerar la mediana de las observaciones como valor que
sirve para dividir la muestra entre los valores que estdn por encima de la mediana y los que estdn por
debajo.

Con todo ello, el Test de Rachas permite determinar si la variable aleatoria nimero observado de
rachas, R, en una muestra de tamano n (dividida en dos categorias de tamanos ni y ns), es lo sufi-
cientemente grande o pequefio como para rechazar la hipétesis de independencia (aleatoriedad) entre las
observaciones. Para el contraste generalmente se utiliza el estadistico:

_ R-E(R)

OR

Z
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donde:
2711712
E(R) =
() n+1
~[2n1n2 (2niny —n)
on = n?(n+1)

En el supuesto de que se cumpla la hipotesis nula de aleatoreidad de la muestra, se puede demostrar
que el estadistico Z sigue una distribucién normal tipificada, que es la que se utiliza para dar el p valor
de la prueba.

Por 1ltimo, conviene no confundir la hipétesis de aleatoriedad de una muestra con la hipétesis de
bondad de ajuste de los datos de una muestra mediante una distribucién dada. Por ejemplo, si en 10
lanzamientos de una moneda obtenemos 5 caras y 5 cruces, sin duda los datos se ajustan adecuadamente
a una binomial con probabilidad de éxito igual a 0,5, y para comprobarlo, por ejemplo, se podria utilizar
un test de Chi-cuadrado; pero si las 5 caras salen justo en los 5 primeros lanzamientos y las 5 cruces en
los ultimos, dificilmente se podria cumplir la hipdtesis de independencia o aleatoriedad.

1.3 Pruebas de Normalidad

Ya hemos comentado que muchos procedimientos estadisticos (intervalos de confianza, tests de hipdtesis,
anglisis de la varianza...) tinicamente son aplicables si los datos provienen de distribuciones normales.
Por ello, antes de su aplicaciéon conviene comprobar si se cumple la hipétesis de normalidad.

No obstante, las inferencias respecto a medias son en general robustas (no les afecta demasiado la
hipétesis de normalidad), sea cual sea la poblacién base, si las muestras son grandes (n > 30) ya que
la distribucion de la media muestral es asintéticamente normal. Por ello, gran parte de los métodos
paramétricos son validos con muestras grandes incluso si las distribuciones de partida dejan de ser
normales, pero, aunque validos, las inferencias respecto a la media dejan de ser éptimas; es decir los
métodos paramétricos pierden precisidén, y esto se traduce en intervalos innecesariamente grandes o
contrastes poco potentes.

Por otro lado, las inferencias respecto a varianzas son muy sensibles a la hipétesis de normalidad, por
lo que no conviene construir intervalos o contrastes para varianzas si no tenemos cierta seguridad de que
la poblacién es aproximadamente normal.

Entre los multiples métodos que se utilizan para contrastar la hipétesis de normalidad destacan:

= El cédlculo de los estadisticos de asimetria y curtosis de la distribucion.
= La prueba de Kolmogorov-Smirnov, especialmente en su version corregida por Lilliefors.

= La prueba de Saphiro-Wills.

Graficos Q-Q y P-P de comparacién con la distribucién normal.

Conviene hacer la aclaracién de que la prueba de Kolmogorov-Smirnov no tiene aplicacién especifica al
contraste de normalidad, sino que, como también sucede con la Chi-cuadrado, la prueba de Kolmogorov-
Smirnov, ha sido desarrollada para establecer el ajuste de los datos observados mediante un modelo
tedrico (una distribucién de probabilidad) que no tiene que ser especificamente normal. La correccién de
Lilliefors adapta la prueba de Kolmogorov-Smirnov para un contraste especifico de normalidad.

En cuanto a la conveniencia de una u otra prueba, hay que destacar que no existe un contraste
Optimo para probar la hipdtesis de normalidad. La razén es que la potencia relativa de un contraste de
normalidad depende del tamano muestral y de la verdadera distribucién que genera los datos. Desde un
punto de vista poco riguroso, el contraste de Shapiro-Wilks es, en términos generales, el més conveniente
en pequenas muestras (n < 30), mientras que el de Kolmogorov-Smirnov, en la versién modificada de
Lilliefors, es méas adecuado para muestras grandes.

Pasamos a dar una pequena explicacion mas detallada de cada uno de los contrastes citados.
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Estadisticos de asimetria y curtosis

Una primera idea de si los datos provienen de una distribucién normal, nos la pueden dar los es-
tadisticos de asimetria, g1, y de curtosis, g2, junto con sus correspondientes errores estdndar, FFEg y
EFE4. Sabemos que las distribuciones normales son simétricas, y por tanto g; = 0, y tienen un apun-
tamiento normal, go = 0. Segin esto, si una muestra proviene de una poblacién normal sus coeficientes
de asimetria y de apuntamiento no deberian estar lejos de 0, y se acepta que no estdn demasiado lejos
de 0 cuando:

g1 < QEEgl o0 g2 < 2EE92.

Contraste de Kolmogorov-Smirnov y correccién de Lilliefors

Este contraste general, valido para comprobar si los datos de una variable aleatoria continua se
ajustan adecuadamente mediante un modelo de distribucién continuo, compara la funcién de distribucién
tedrica con la empirica de una muestra. Tiene la ventaja de que no requiere agrupar los datos. Utiliza el
estadistico:

D,, = sup |F,(z) — F(z)|
donde F,,(x) es la funcién de distribucién empirica muestral (la probabilidad acumulada hasta un cierto
valor de la variable suponiendo que en cada uno de los n valores de la muestra acumulamos una proba-
bilidad igual a 1/n) y F(z) es la funcién de distribucién tedrica (probabilidad acumulada hasta un cierto

x
valor de la variable, o lo que es lo mismo [ f(t)dt, donde f(t) es la funcién de densidad tedrica).
— 00
Con el estadistico D,,, se calcula:
Z _ Dn
K-8 =1
que sigue una distribuciéon normal tipificada.

Para el caso especifico en que se contrasta si la muestra proviene de una distribucién normal, més que
el estadistico Zx_g se utiliza directamente la D,, pero con una distribuciéon tabulada corregida intro-
ducida por Lilliefors, por lo que a veces se habla del test de Kolomogorov-Smirnov-Lilliefors, especifico
para el contraste de normalidad.

En general, el test de Kolmogorov-Smirnov sin correccién resulta menos potente, y por lo tanto
serd mas dificil rechazar la normalidad de los datos, que el corregido por Lilliefors, especialmente si la
presenta falta de normalidad se produce porque la distribucién de partida presenta valores atipicos.

Ya sea mediante el método de Kolmogorov-Smirnov en general o mediante la correccién introducida
por Lilliefors, obtenemos un p valor del contraste con el que aceptar o rechazar la hipdtesis nula de
normalidad de los datos de la muestra.

Contraste de Shapiro-Wilk

Es una prueba sélo vélida para contrastar el ajuste de unos datos muestrales mediante una distribucién
normal. Ademads, por su potencia, se considera que es la mas adecuada para analizar muestras pequenas
(n < 30).

En el proceso, se calcula un estadistico llamado W de Shapiro-Wilk (la forma detallada de obtenerlo
va mds alld del nivel de esta préctica), cuya distribucién estd tabulada. Con ello, de nuevo se genera un
p valor que se utiliza para aceptar o no la hipétesis nula de normalidad de los datos de la muestra.

Graficos Q-Q y P-P de comparacion con la distribucién normal

Son procedimientos graficos que permiten llegar a conclusiones cualitativas sobre si los datos se
ajustan adecuadamente mediante una distribucion normal.

= El grafico Q-Q: presenta en el eje de abcisas los valores de la variable, y en el eje de ordenadas el valor
que le corresponderia en una distribucién normal tipificada segun las probabilidades acumuladas
obtenidas gracias a la funcién de distribucién empirica. Junto con los puntos obtenidos, también se
representa la recta que se obtendria sin mas que tipificar los datos teniendo en cuenta la media y la
desviacion tipica de los mismos, de manera que si los datos se ajustasen de forma perfecta mediante
una distribucién normal, los puntos quedarian justo en la recta, mientras que si las distancias entre
los puntos y la recta son grandes no cabria aceptar la normalidad del conjunto de datos.
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= El grafico P-P: es muy parecido al Q-Q pero directamente representa en un eje la probabilidad
acumulada observada hasta cada valor de la variable teniendo en cuenta la funcién de distribucién
empirica y en el otro la probabilidad acumulada tedrica que le corresponderia si los datos se
ajustasen perfectamente mediante una distribucién normal. De nuevo se representa la recta que se
produciria si el ajuste fuese perfecto.

1.4 Test de la U de Mann-Whitney

Este test sustituye a la T' de Student para comparar las medias de dos grupos independientes cuando
no se cumplen los supuestos en los que se basa la prueba T'. Como requiere ordenar los valores antes de
hacer el test, no compara realmente las medias, sino los denominados rangos o numeros de orden de los
datos.

Se debe usar cuando:

= Alguna de las dos muestras contiene menos de 30 observaciones y no se puede asumir normalidad.
= La comparacion se realiza en una variable ordinal en vez de ser realmente cuantitativa.
= La muestra es muy pequena (menos de 10 observaciones en alguno de las dos grupos).

Intuitivamente, si se ordenan de menor a mayor conjuntamente los datos de dos muestras y se les
asigna a cada uno de ellos su rango (es decir su niimero de orden dentro de la lista obtenida al unir los
datos de las dos muestras, teniendo en cuenta que si hay dos o més datos iguales se les asigna a todos
ellos el rango promedio de los que les corresponderfan si fuesen distintos) es natural que, si se cumple
que las dos muestras originales estan igualmente distribuidas, los rangos se mezclen al azar y no que los
rangos de una de las muestras aparezcan al principio y los de la otra al final, pues esto seria indicio de
que una de las muestras tendria valores sisteméaticamente mayores o menores que la otra. Con esta idea,
se plantean las hipdtesis:

= Hy: Las poblaciones de las que provienen las muestras estan igualmente distribuidas.
= H;: Las poblaciones difieren en su distribucién.

Para llevar a cabo el contraste de hipdtesis, se obtienen las sumas de rangos de la muestra 1, Ry, y
la de la muestra 2, Ry. Con Ry y Rs se calculan los estadisticos:

ni(ny+1
U1=n1n2+%—R1

ng (ng + 1
U2=n1n2+¥—R2=n1n2—U1

Y teniendo en cuenta Uy y Us, se toma U, que es el minimo de Uy y Us, del que se conoce su distribucién
de probabilidad y con el que se puede calcular el p valor del contraste. No obstante, para muestras
grandes, (n > 30), los cdlculos con la distribucién exacta pueden ser complicados y por eso se suele
trabajar con un estadistico Z que sigue una distribucién normal tipificada:

U_ ning

7 — 2

ning ng—n_it?fti
donde k es el numero de rangos distintos en los que existen empates y t; el nimero de puntuaciones
distintas empatadas en el rango .

1.5 Test de Wilcoxon para datos emparejados

Este test, también llamado prueba de rangos con signo de Wilcoxon, se debe utilizar en lugar de la
T para datos emparejados cuando:

= Los datos a comparar son ordinales.
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= Son datos cuantitativos pero la muestra es pequenia (< 30) y ademds no sigue una distribucién
normal en la variable diferencia entre las dos mediciones emparejadas.

Intuitivamente, si calculamos las diferencias individuo a individuo en las dos variables emparejadas,
suponiendo que no hay diferencia global entre las dos variables se obtendran aproximadamente tantas
diferencias positivas como negativas. Ademas, seria conveniente trabajar con un test que no sélo detecte
si la diferencia ha sido positiva o negativa, sino que también deberia tener en cuenta la cuantia de la
diferencia, o al menos el orden en la cuantia de la diferencia; con ello se podrian compensar situaciones
en las que hay pocas diferencias negativas de mucha cuantia frente a muchas positivas pero de poca
cuantia, o a la inversa. Con esta idea, se plantean las hipotesis:

= Hy: No hay diferencia entre las observaciones emparejadas.
= Hi: Sique las hay.

Para realizar el contraste de hipdtesis, en primer lugar se calculan las diferencias entre los datos
emparejados de las variables X e Y para cada uno de los n individuos:

Di:Xi—Y;' i:l,...,n

Posteriormente se desechan la diferencias nulas y se toman los valores absolutos de todas las diferen-
cias, | D;|, asigndndoles rangos (6rdenes), R; (si hay empates, se asignan rangos promedio). Después se
suman por separado los rangos de las diferencias que han resultado positivas, Sy = ZR;”, y por otra
parte los rangos de las diferencias que han resultado negativas, S- = Y R; . Y con ello, si Hy fuese
correcta, la suma de rangos positivos deberia ser muy parecida a la suma de rangos negativos: Sy = S_.

Por dltimo, teniendo en cuenta que se conoce la distribucién de probabilidad de los estadisticos S
y S_, se puede calcular el p valor del contraste con la hipdtesis nula de su igualdad. No obstante, para
muestras grandes, los programas de estadistica suelen utilizar un nuevo estadistico Z que sigue una
distribucién normal tipificada:

S_n(n—i—l)
7= 4
nn+1)(2n+1) 7zk:t§’fti
24 =48

S es el minimo de Sy y S_, k el nimero de rangos distintos en los que existen empates, y ¢; el nimero
de puntuaciones empatadas en el rango .

1.6 Test de Kruskal-Wallis: comparacion no paramétrica de k medias inde-
pendientes

Es el test no paramétrico equivalente en su uso al ANOVA, de tal forma que permite contrastar si k

muestras independientes (con k > 3) han sido obtenidas de una misma poblacién y por lo tanto presentan

igual distribucion.
Se debe usar el Test de Kruskal-Wallis en lugar del ANOVA cuando:

= Los datos son ordinales.
= No hay normalidad en alguna de las muestras.

= No hay homogeneidad de varianzas (la homogeneidad de varianzas recibe el nombre de homocedas-
ticidad).

Su uso estd también especialmente indicado en el caso de muestras pequetias y/o tamafios muestrales
desiguales, ya que entonces es muy arriesgado suponer normalidad y homocedasticidad de los datos.

En esencia, el Test de Kruskal-Wallis es una extension del test de la U de Mann-Whitney, pero
trabajando con k muestras en lugar de 2.

Las hipétesis que se contrastan son:

= Hy: Las poblaciones de las que provienen las k muestras estan igualmente distribuidas.
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= Hj: Alguna de las poblaciones difiere en su distribucién con respecto a las demas.

Para realizar el contraste, primero se ordenan de menor a mayor todos los valores observados en las k
muestras. Luego se asigna el rango 1 al valor inferior, el rango 2 al 2° valor y asi sucesivamente. En caso
de empate entre dos valores se asigna la media de los nimeros de orden de los individuos empatados.
Después se suman por separado los rangos asignados a las observaciones de cada grupo y se obtiene la
suma de rangos de cada grupo: R;,¢ = 1,...,k. Con la suma de rangos dentro de cada grupo se puede
obtener el rango medio de cada grupo sin mas que dividir la suma entre el nimero total de observaciones
en el grupo: R;/n;,i =1,...,k. Y por tltimo, si la hip6tesis nula fuera cierta, los rangos medios de cada
grupo serian muy parecidos entre si y muy parecidos al rango medio total.

Basandose en lo anterior, el estadistico H de Kruskall-Wallis se calcula mediante la férmula:

k
12 R?
H=—"2 N2 _ 1
n(n—l—l)zni 3(n+1)

i=1

Y se puede demostrar que, si la hipotesis nula es cierta, H sigue una distribucién Chi-cuadrado con k—1
grados de libertad, que es lo que se utiliza para calcular el p-valor del contraste. Si el niimero de muestras
es 3 y el numero de observaciones en alguna no pasa de 5, el estadistico H no sigue una distribucién
Chi-cuadrado, pero su distribucién esta convenientemente tabulada y los programas estadisticos aplican
las adecuadas correcciones.

Si el resultado del test fuera significativo, para buscar entre qué grupos existen diferencias, se haran
comparaciones por parejas con la U de Mann-Whitney, pero penalizando los p valores obtenidos; esto
quiere decir que los p valores de cada una las parejas comparadas deben multiplicarse por el niimero de
comparaciones realizadas. Con ello se logra controlar el error de tipo I en el contraste global, es decir la
probabilidad de que haya aparecido, simplemente por azar y no porque realmente haya diferencias, algun
p valor menor que el nivel de significacién fijado. Por ejemplo, en un problema con 4 grupos, habria que
hacer 6 comparaciones de parejas distintas, y trabajando con un p-valor frontera de 0,05, la probabilidad
de que apareciese alguna diferencia significativa entre las parejas simplemente por azar viene dada por:
1 —0,05"-0,95% = 0,265 (probabilidad de algiin éxito en una binomial de 6 intentos y probabilidad
de éxito 0,05), que queda muy alejado del 0,05 global con el que se suele trabajar; mientras que con
un p — valor frontera de 0,05/4 = 0,0125, 1 — 0,0125% - 0,9875% = 0,073, que es muy parecido 0, 05.
Igualmente, con n grupos, habria que exigir un p-valor en cada comparacién de 0,05/n; o lo que es lo
mismo, no considerar como significativas ninguna de las comparaciones entre parejas en las que el p-valor
obtenido multiplicado por n sea mayor que 0, 05.

1.7 Test de Friedman: equivalente no paramétrico del ANOVA con medidas
repetidas

qEs el test no paramétrico equivalente al ANOVA de medidas repetidas, y por lo tanto se aplica en
situaciones en las que para cada individuo tenemos varias medidas (3 o mds) en diferentes tiempos, en
una situaciéon muy similar a la del Test de Wilcoxon para datos emparejados, pero en este tltimo caso con
s6lo 2 medidas en cada individuo. Generalmente cada medida representa el resultado de un tratamiento,
por lo que habitualmente se habla de que tenemos n individuos con k tratamientos, siendo k& > 3.

Se usa el Test de Friedman en lugar del ANOVA de medidas repetidas cuando:

= Se comparan medidas repetidas ordinales en lugar de cuantitativas.

= Alguna de las variables diferencia, generadas mediante la diferencia de todos los tratamientos
tomados dos a dos, no siga una distribucién normal.

= Alguna de las variables diferencia, generadas mediante la diferencia de todos los tratamientos
tomados dos a dos, no tenga la misma varianza.

Cuando todas las variables diferencia sigan distribuciones normales con la misma varianza, se dice
que los datos cumplen con el supuesto de Esfericidad, necesario para aplicar el ANOVA de medidas
repetidas. Para contrastar el supuesto de esfericidad de los datos se suele utilizar el Test de Esfericidad
de Mauchly.

De nuevo, con el test de Friedman, las hipotesis del contraste a realizar son:
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= Hjy: No hay diferencia entre los diferentes tratamientos.
= Hj: Al menos alguno de los tratamientos presenta un comportamiento diferente del resto.

Para realizar el contraste, se reemplazan los datos de cada sujeto por su rango dentro de cada
fila, es decir por su posicién, una vez ordenados de menor a mayor los datos correspondientes a las
diferentes observaciones de cada uno de los sujetos. En el caso de empates se asignara el rango promedio
de los valores empatados. Con ello, tenemos una matriz de rangos R;;, donde i = 1,...,n siendo n el
nimero de individuos, y j = 1,..., k, siendo k el nimero de tratamientos. Después se suman los rangos
correspondientes a cada una de las mediciones realizadas:

n
Rj: E Rij ]Zl,...,k
i=1
y se calculan sus correspondientes promedios sin mas que dividir entre n:

_ R .
Rj:—j jil,...,k
n
En estas condiciones, si la hipdtesis nula fuera cierta, los rangos promedio dentro de cada tratamiento
deberian ser similares, por lo que es posible plantearse de nuevo un contraste basado en la Chi-cuadrado.
El estadistico, debido a Friedman, en el que se va a basar el contraste es:

k
12
2o 12 Nvpegnihn
X nk:(k:—i—l)j;R] Sn(k+1)

Este estadistico sigue una distribucién Chi-cuadrado con k — 1 grados de libertad y es el que se
utiliza para calcular el p valor del contraste. Si una vez realizado el contraste se rechaza la hipdtesis
nula, habrd que determinar qué tratamientos son los que presentan un comportamiento diferente del
resto. Para ello, habra que aplicar un test de Wilcoxon para datos emparejados a cada una de las parejas
que se puedan formar teniendo en cuenta los diferentes tratamientos (los diferentes tiempos en los que
se ha medido la respuesta). Por ejemplo, si tenemos 3 tratamientos para cada individuo, se pueden
generar tres comparaciones pareadas: 1-2, 1-3 y 2-3. Después de aplicar el test de Wilcoxon, debemos
corregir el p valor obtenido en cada cruce multiplicdndolo por el niimero de comparaciones realizado. Por
ejemplo, si en la comparacién 1-2 hemos obtenido un p valor igual a 0,03, teniendo en cuenta que hay 3
comparaciones posibles, el p valor corregido seria 0,09.

1.8 Test de Levene para el contraste de homogenidad de varianzas

Como ya se ha comentado, en algunos test paramétricos que realizan la comparaciéon de medias de
diferentes muestras se exige la condicién de que las muestras tengan igualdad de varianzas (homogeneidad
de varianzas u homocedasticidad), especialmente en el ANOVA y también en algunos tipos concretos de
T de Student. En realidad, se puede utilizar la distribucién F' de Fisher para comprobar la homogeneidad
de varianzas de dos poblaciones de las que se han extraido muestras aleatorias, pero tiene el problema
de que exige la normalidad de los datos y ademds estd limitado a la comparacién de dos varianzas.
Por lo tanto, seria conveniente disponer de un test no paramétrico que permita realizar el contraste
de homogeneidad de varianzas sin suponer la normalidad de los datos, y ademdas también permitir el
contraste de homogeneidad de varianzas entre mas de dos muestras. Eso mismo es lo que realiza el Test
de Levene, cuyas hipétesis vinculadas son:

= Hy: Las varianzas poblacionales de las que se han extraido las k muestras son iguales (01 = o2 =
e = O’k).

= Hj: Al menos alguna de las varianzas es diferente al resto.

Para hacer el contraste se utiliza el estadistico de Levene:
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donde:
= k es el nimero de grupos diferentes.
= N es el nimero total de individuos.
= NN; es el numero de individuos en el grupo i.
= Y;; es el valor del individuo j en el grupo <.

= Para Z;; se utiliza habitualmente uno de los dos siguientes criterios:

donde Y;. es la media del grupo i y Y;. es la mediana del grupo ¢. Cuando se utilizan las medianas
en lugar de las medias, el Test de Levene suele recibir el nombre de Test de Brown-Forsythe.

= Z.. es la media de todas las Z;;:

= Z;. es la media de los Z;; en el grupo i:
1
Zi. = N Z;Zij
‘7:

Al final, si se cumple la hipétesis nula de igualdad de varianzas se podria demostrar que el estadistico
W deberia seguir una distribucién F(k — 1, N — k) de Fisher con k — 1 y N — k grados de libertad, que
es la que se utiliza para calcular el p valor del contraste.

1.9 El coeficiente de correlacién de Spearman

El coeficiente de correlacién de Spearman, p, es el equivalente no paramétrico al coeficiente de cor-
relacion lineal, r. Se utiliza en lugar de r cuando:

= Las variables entre las que se analiza la correlacién no siguen distribuciones normales.
= Cuando se quiere poner de manifiesto la relacién entre variables ordinales.

Ademsds, a diferencia del coeficiente de correlacion lineal de Pearson, r, el coeficiente de Spearman no
estima especificamente una asociacién lineal entre las variables, sino que es capaz de detectar asociacion
en general. De hecho, las hipétesis del contraste de asociaciéon de dos variables mediante p serian:

= Hjy: No hay asociacién entre las dos variables.
= Hi: Si que hay asociacién.

Para calcular el coeficiente p se utilizan los rangos de los valores (el orden de cada valor), tomando
rangos promedio cuando tengamos dos o mas valores iguales en alguna de las variables. Si tenemos dos
variables X e Y, entre las que queremos ver si hay relacién, con n valores, el primer paso es obtenemos los
rangos: Ry, v Ry, ¢ = 1,...,n. Después se calcula la diferencia entre rangos: d; = R, — Ry,, i =1, ...,n,
y posteriormente se calcula p mediante la férmula:
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Otra forma de obtener el coeficiente p, que conduce exactamente a los mismos resultados que la
férmula anterior, es calcular el coeficiente de correlacion lineal r pero de los rangos en lugar del r de los
valores de partida. El resultado obtenido para p, igual que con r, siempre estd comprendido entre —1
y 1. Si p estd cercano o es igual a 1, quiere decir que los rangos crecen a la ven en las dos variables,
mientras que si su valor estd cercano o es igual a —1, quiere decir que cuando en una variable crecen los
rangos en la otra decrecen. Si esta cercano a 0 quiere decir que no hay correlacién entre los rangos.

Por ultimo, una vez obtenido p el contraste de si existe o no asociacion entre las variables se puede
reformular en términos de si p puede o no ser igual a 0:

] Hopzo
L] Hlp;«éO

Para ello se utiliza el estadistico:
. pvn —2
P T2
Que, bajo la hipdtesis nula de no asociacién entre las variables (p = 0) y siempre que el tamarfio
muestral no sea demasiado pequenio (por ejemplo, n > 10), sigue una distribucién T' de Student con n — 2
grados de libertad, lo cual se puede utilizar para calcular el p valor del contraste.
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2 Ejercicios resueltos

1. Las notas obtenidas en un examen en dos grupos de alumnos que han seguido metodologias de estudio
distintas han sido:

Metodologia A: 5,8 32 80 7,3 7,1 21 50 44 42 6,7
Metodologia B: 8,1 54 72 75 63 82 6,0 78

a) Crear un conjunto de datos con las variables nota y metodologia.
b) Comprobar la hipdtesis de normalidad de los datos en cada grupo.
Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Test no paramétricos—Normalidad—Test de Shapiro-Wilk.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable nota en el campo Variable, seleccionar la

opcién Contraste por grupos, seleccionar la variable metodologia en el campo segin y hacer click en el
botén Aceptar.

¢) Utilizando el contraste més adecuado, jse puede concluir que existen diferencias en la nota media
segun cada metodologia?
Indicacién
Aunque segtn el anélisis anterior, no podemos rechazar la hip6tesis de normalidad en los grupos que queremos

comparar, como la muestra es muy pequena e incluso uno de los grupos tiene menos de 10 observaciones, la
mas correcto seria aplicar el contraste de la U de Mann Whitney.

1) Seleccionar el mend Teaching—Test no paramétricos—Test U de Mann-Whitney para dos muestras
independientes.

2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable nota en el campo Comparar, la variable metodolo-
gia en el campo Segiin y hacer click en el botén Aceptar.

2. Para ver si una campana de publicidad sobre un farmaco ha influido en sus ventas, se tomé una
muestra de 8 farmacias y se midié el niimero de unidades de dicho farmaco vendidas durante un mes,
antes y después de la campana, obteniéndose los siguientes resultados:

Antes 147 |1 163 | 121 | 205 | 132 | 190 | 176 | 147
Después || 150 | 171 | 132 | 208 | 141 | 184 | 182 | 149

a) Crear un conjunto de datos publicidad con las variables antes y despues.
b) Comprobar la hipétesis de normalidad de la variable diferencia.
Indicacién
Para calcular la variable diferencia:
1) Seleccionar el ment Teaching—Datos—Calcular variable.
2) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir la expresién antes-despues.
3) En el campo Guardar nueva variable introducir el nombre diferencia, hacer click en el botén Cambiar,
seleccionar el conjunto de datos publicidad y hacer click en el botén Aceptar.
Para contrastar la normalidad:
1) Seleccionar el menu Teaching—Test no paramétricos— Normalidad—Test de Shapiro-Wilk.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable diferencia en el campo Variable y hacer click
en el botén Aceptar.

¢) Utilizando el contraste més adecuado, {se puede concluir que la camparnia de publicidad ha
aumentado las ventas?
Indicacién
Aunque, segun el andlisis anterior, no podemos rechazar la hipétesis de normalidad en la variable diferencia,
como la muestra es muy pequeiia, lo més correcto seria aplicar el contraste de Wilcoxon.

1) Seleccionar el menu Teaching—Test no paramétricos—Test de Wilcoxon para dos muestras
pareadas.

2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable antes en el campo Comparar y la variable
despues en el campo Con.

3) En la solapa Opciones del contraste, seleccionar la opcién Unilateral menor en el campo Hipétesis
alternativa y hacer click en el botén Aceptar.
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3. Se quiere contrastar la eficacia de tres firmacos para reducir la tensién arterial. Para ello se ha medido
la variacién en la presién arterial sistélica (antes del tratamiento con el fdrmaco menos después del
tratamiento, en mm Hg) en quince pacientes, que se dividieron en tres grupos, aplicando a cada grupo
un farmaco diferente. Los resultados obtenidos tras un ano de tratamiento fueron:

Farmaco A Farmaco B Féarmaco C

12 -3 1
15 ) )
16 -8 19
6 -2 45
8 4 3

a) Crear un conjunto de datos con las variables farmaco y variacion.presion.

b) Dibujar el diagrama de cajas de la variacién de la presién sistélica segin el farmaco recibido. A
la vista del diagrama, jcrees que los datos presentan homogeneidad de varianzas? jcrees que hay
algin grupo con un cambio en la presién arterial diferente del resto?

Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Graficos—Diagrama de cajas.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la opcion Cajas agrupadas, seleccionar la variable varia-
cion.presion en el campo Variable, seleccionar la variable farmaco en el campo Variable de agrupacién
y hacer click sobre el botén Aceptar.

¢) Analizar la normalidad de los datos de los tres grupos.

Indicacién
1) Seleccionar el menui Teaching—Test no paramétricos— Normalidad—Test de Shapiro-Wilk.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable variacion.presion en el campo Variable, selec-
cionar la opcién Contraste por grupos, seleccionar la variable farmaco en el campo segin y hacer click
en el botén Aceptar.

d) Analizar la homogeneidad de varianzas de los tres grupos.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Test paramétricos—Varianzas—Test de Levene.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable variacion.presion en el campo Comparar, la
variable farmaco en el campo Segin y hacer click en el botén Aceptar.

e) Utilizando el contraste més adecuado, jse puede concluir que existen diferencias en los cambios
de la presion sistélica en funcién del farmaco recibido?
Indicacién
En este caso no se cumple la homogeneidad de varianzas, por lo que no se puede aplicar una ANOVA y
tendremos que recurrir al test de Kruskal-Wallis.

1) Seleccionar el ment Teaching—Estadisticos—Test no paramétricos—Test de Kruskal-Wallis.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable variacion.presion en el campo Comparar, la
variable farmaco en el campo Segin y hacer click en el botén Aceptar.

f) (Entre qué grupos se dan las diferencias significativas?

B) Se quiere contrastar la dificultad de cuatro modelos de examen que se van a poner en la convocatoria
ordinaria de la asignatura de bioestadistica. Para ello se pide a cinco profesores diferentes que valoren
cada uno de los modelos de 0 a 10, y los resultados fueron:

Modelol | Modelo2 | Modelo3 | Modelo4
Profesor 1 6 8 5 8
Profesor 2 5 4 7 9
Profesor 3 5 4 5 6
Profesor 4 7 4 6 7
Profesor 5 6 3 7 8
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a) Crear las variables modelol, modelo2, modelo3 y modelo4 e introducir los datos de la muestra.

b) ;Podemos afirmar que el grado de dificultad de los modelos es diferente?

Indicacién
Puesto que el tamano muestral es muy pequeno, debe utilizarse el test de Friedman ya que las puntuaciones
en los modelos son medidas repetidas en los profesores.

1) Seleccionar el menu Teaching—Test no paramétricos—Test de Friedman para medidas repetidas.

2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar las variables modelol, modelo2, modelo3 y modelo4 en
el campo Variables a comparar (medidas repetidas) y hacer click sobre el botén Aceptar.

5. El test de Apgar es un examen clinico de neonatologia en donde el médico realiza una prueba medida
en 3 estdndares sobre el recién nacido para obtener una primera valoracién simple (macroscépica) y
clinica sobre el estado general del neonato después del parto. El recién nacido es evaluado de acuerdo
a cinco parametros fisioanatémicos simples, que son: color de la piel, frecuencia cardiaca, reflejos, tono
muscular y respiracion. A cada pardmetro se le asigna una puntuacién entre 0 y 2, y sumando las cinco
puntuaciones se obtiene el resultado del test. El test se realiza al minuto, a los cinco minutos y, en
ocasiones, a los diez minutos de nacer. La puntuacién al primer minuto evalda el nivel de tolerancia del
recién nacido al proceso del nacimiento y su posible sufrimiento, mientras que la puntuacién obtenida
a los 5 minutos evalia el nivel de adaptabilidad del recién nacido al medio ambiente y su capacidad
de recuperacién.

En la siguiente tabla se refleja la puntuacion obtenida por 22 recién nacidos en el test de Apgar al
minuto y a los cinco minutos de haber nacido:

Apgar1 |10 |3 8|9 |[8]|9 |8|8|8(8|7|8[6|8[9]9[9]9]8|9|3]9

Apgar5 (10 |6 |9 |10 (9101 9(9(9(9]9]|9|6|8]|9[9[919(8[9]3]9

Con los datos anteriores se pretende realizar un contraste de hipdtesis para analizar si existe o no
relacion entre las dos puntuaciones. Para ello, se pide:

a) Crear un conjunto de datos con las variables apgarl y apgar5.

b) Comprobar si las variables siguen distribuciones normales.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Test no paramétricos—Normalidad—Test de Shapiro-Wilk.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable apgarl en el campo Variable y hacer click
en el botén Aceptar.

3) Repetir lo mismo para la variable apgar5.

¢) Realizar el contraste de correlacion.

Indicacién

Como las variables analizadas no siguen distribuciones normales, para realizar un contraste de relacién entre
ambas hay que obtener el coeficiente de correlacién de Spearman y ver si es o no significativamente diferente
de 0.

1) Seleccionar el menu Teaching—Regresion— Correlacion.
2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar las variables apgarl y apgar5 en el campo Variables.

3) En la solapa Opciones de correlacién, seleccionar la opcién Ro de Spearman en el campo Método y
hacer click en el botén Aceptar.
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3 Ejercicios propuestos

1. Se ha realizado un estudio para investigar el efecto del ejercicio fisico en el nivel de colesterol en la
sangre. En el estudio participaron once personas, a las que se les midié el nivel de colesterol antes y
después de desarrollar un programa de ejercicios. Los resultados obtenidos fueron los siguientes:

Nivel Previo, 223, 212, 221, 210, 225, 202, 198, 200, 185, 220
Nivel Posterior, 226, 211, 222, 212, 225, 201, 196, 217, 130, 220

Utilizando el contraste mas adecuado, jse puede concluir que el ejercicio fisico disminuye el nivel de
colesterol?

2. Dos quimicos A y B realizan respectivamente 14 y 16 determinaciones de la actividad radiactiva de
una muestra de material. Sus resultados en Curios:

A B
263.10 262.60 | 286.53 254.54
262.10 259.60 | 284.55 286.30
257.60 262.20 | 272.52 282.90
261.70 261.20 | 283.85 253.75
260.70 259.20 | 252.01 245.26
269.13 268.63 | 275.08 266.08
268.13 217.00 | 267.53 252.05
253.82  269.81

Utilizando el contraste mas adecuado, jse puede concluir que existen diferencias significativas en la
actividad detectada por cada quimico?

3. En un hospital se estan evaluando dos tratamientos diferentes para ver si existen diferencias entre
ellos, para lo cual se seleccionaron dos grupos de 32 pacientes cada uno y se aplicé un tratamiento a
cada grupo. Los resultados fueron:

Empeoraron | Igual | Mejoraron | Curaron
A 9 12 ) 6
B 5 6 11 10

Utilizando el contraste mas adecuado, jse puede concluir que existen diferencias significativas entre
ambos tratamientos?

4. Queremos comparar las notas iniciales de un grupo de 20 alumnos, con las obtenidas al final del
curso, pera ver si existen diferencias, las notas fueron (SS suspenso, A aprobado, N notable y SB
sobresaliente):

Alumno 1 2 |3 4 5 6 7 8 9 10
Nota Inicial | SS| A | A |SS| N SS|SS|SB|A | A
Nota Final A AJ|SS| A SB| N A N SS | A

Alumno 11 |12 |13 |14 | 15 |16 | 17 | 18 | 19 | 10
Nota Inicial | SS | N | A |[SS|SB| A |N |SS| A | SB
Nota Final | SB|A |N |A | SB|A |N|A |N |SB

Utilizando el contraste mas adecuado, ;se puede concluir que existen diferencias significativas entre
las notas al comienzo y al final del curso?

5. Disponemos de la evaluacion que han obtenido tres grupos de précticas de las asignatura de bioes-
tadistica (MM muy mal, M mal, R regular, B bien y MB muy bien):
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Grupo 01 | R B/R|M|MM|B MB | R M| B M|R|R MM | M
Grupo 02 | B R|{M|B |R M B MB | M|R M|R
Grupo 03 | MB | B | M B MB | B R MB | B | R | MB

Utilizando el contraste mas adecuado, ;se puede concluir que existen diferencias significativas en la
evaluacién de los diferentes grupos?

. Para comparar las dificultades presentados por un grupo de problemas de légica, se han seleccionado
aleatoriamente a ocho individuos a los que se les ha planteado tres pruebas iguales, a cada uno y se
han anotado los tiempos, en minutos, que han tardado en resolverlos. Los resultados obtenidos son:

Prueba 1 Prueba 2 Prueba 3
38 6 35
22 4 9
14 8 8
8 2 4
6 4 8
10 14 10
14 2 5
8 6 3

Utilizando el contraste mas adecuado, jse puede concluir que existen diferencias significativas en los

tiempos de resolucion de las tres pruebas?

7. La siguiente tabla muestra los datos de 9 pacientes con anemia aplastica:

Reticulocitos (%)

3,6

2,0

0,3

0,3

0,2

3,0

0,0

1,0

2,2

Linfocitos (por mm?)

1700

3078

1820

2706

2086

2299

676

2088

2013

Mediante el adecuado contraste de hipétesis basado en el coeficiente de correlacién de Spearman,
jexiste relacién entre ambas variables?
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Contrastes Basados en el Estadistico

v2. Comparacién de Proporciones

1 Fundamentos tedricos

Existen multitud de situaciones en el dmbito de la salud, o en cualquier otro a&mbito, en las que el
investigador esta interesado en determinar posibles relaciones entre variables cualitativas. Un ejemplo
podria ser el estudio de si existe relacién entre las complicaciones tras una intervencién quirtrgica y
el sexo del paciente, o bien el hospital en el que se lleva a cabo la intervencién. En este caso, todas
las técnicas de inferencia vistas hasta ahora para variables cuantitativas no son aplicables, y para ello
utilizaremos un contraste de hipétesis basado en el estadistico x? (Chi-cuadrado).

Sin embargo, aunque éste sea su aspecto mas conocido, el uso del test no se limita al estudio de
la posible relacion entre variables cualitativas, y también se aplica para comprobar el ajuste de la dis-
tribucién muestral de una variable, ya sea cualitativa o cuantitativa, a su hipotético modelo teérico de
distribucién.

En general, este tipo de tests consiste en tomar una muestra y observar si hay diferencia significativa
entre las frecuencias observadas y las especificadas por la ley tedrica del modelo que se contrasta, también
denominadas frecuencias esperadas.

Podriamos decir que existen dos grandes bloques de aplicaciones bésicas en el uso del test de la x?:

1. Test de ajuste de distribuciones. Es un contraste de significacion para saber si los datos de la
poblacion, de la cual hemos extraido una muestra, son conforme a una ley de distribucién tedrica
que sospechamos que es la correcta.

Por ejemplo: disponemos de 400 datos que, a priori, siguen una distribucién de probabilidad uni-
forme, pero jes estadisticamente cierto que se ajusten a dicho tipo de distribucién?

2. Test para tablas de contingencia. En las que se parte de la tabla de frecuencias bidimensional
para las distintas modalidades de las variables cualitativas. Aunque muy a menudo el test de la 2
aplicado en tablas de contingencia se denomina prueba de independencia, en realidad se aplica en
dos disenos experimentales diferentes, que hacen que se clasifique en dos bloques diferentes:

a) Prueba de independencia. Mediante la que el investigador pretende estudiar la relacién
entre dos variables cualitativas en una poblacién.

Por ejemplo: tenemos una muestra de 200 enfermos (el investigador tan sélo controla el total
en una muestra) operados de apendicitis en 4 hospitales diferentes y queremos ver si hay
relacién entre la posible infecciéon postoperatoria y el hospital en el que el paciente ha sido
operado.

b) Prueba de homogeneidad. Mediante la que el investigador pretende ver si la proporcién
de una determinada caracteristica es la misma en poblaciones, tal vez, diferentes.

Por ejemplo: tenemos dos muestras diferentes, una de ellas de 100 individuos VIH positivos, y
otra de 600 VIH negativos (el investigador controla el total en ambas muestras), y queremos
analizar si la proporcién de individuos con problemas gastrointestinales es la misma en ambas.

Por tultimo, aunque el test de la Chi-cuadrado es muy importante en el andlisis de las relaciones
entre variables cualitativas, su aplicacién puede conducir a errores en determinadas situaciones; sobre
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todo cuando los tamanos muestrales son pequenos, lo cual conduce a que en algunas categorias apenas
tengamos individuos y ello invalida los supuestos de aplicacién del test; y también cuando tenemos
variables cualitativas con valores si o no analizadas en los mismos individuos pero en diferentes tiempos,
es decir, mediante datos pareados. Para el primer caso, cuando el nimero de individuos en alguna
categoria es muy pequeno, se utiliza el test Exacto de Fisher, mientras que en el segundo, con datos
pareados, se utiliza el test de McNemar.

1.1 Contraste x? de Pearson para ajuste de distribuciones

Es el contrate de ajuste mas antiguo y es valido para todo tipo de distribuciones. Para analizar una
muestra de una variable agrupada en categorias (aunque sea cuantitativa), evaluando una hipétesis previa
sobre probabilidad de cada modalidad o categoria, se realiza un contraste de hipétesis Chi-cuadrado de
bondad de ajuste.

El contraste se basa en hacer un recuento de los datos y comparar las frecuencias observadas de cada
una de las modalidades con las frecuencias esperadas por el modelo tedrico que se contrasta. De este

modo, se calcula es estadistico:
k

2 (0; — E;)?
donde O; son las frecuencias observadas en la muestra en la modalidad i, y E; son las frecuencias esperadas
para la misma modalidad segin el modelo tedrico. Las frecuencias esperadas se calculan multiplicando
el tamano de la muestra por la probabilidad de la correspondiente modalidad segin el modelo tedrico,
es decir E; = np;, siendo p; la probabilidad de la modalidad 1.

Si la poblacién de la que se ha obtenido la muestra sigue el modelo de distribucion tedrica, el estadistico
anterior se distribuye como x? con k — 1 grados de libertad, donde k es el niimero de modalidades de la
variable. Un valor del estadistico x? grande indica que las distribuciones de las frecuencias observadas y
esperadas son bastantes diferentes, mientras que un valor pequeno del estadistico indica que hay poca
diferencia entre ellas.

La prueba x2? de bondad del ajuste es vélida si todas las frecuencias esperadas son mayores o iguales
que 1 y no més de un 20% de ellas tienen frecuencias esperadas menores que 5. Si no se cumple lo
anterior, entonces las categorias implicadas deben combinarse con categorias adyacentes para garantizar
que todas cumplen la condicién. Si las categorias corresponden a variables cuantitativas categorizadas,
no tienen necesariamente que corresponder a la misma amplitud de variable.

1.2 Contraste x? en tablas de contingencia

Como ya hemos visto, el contraste de la x? en tablas de contingencia sirve para establecer relaciones
entre variables cualitativas (o cuantitativas categorizadas), entre las que no puede realizarse un anélisis
de regresion y correlacién, y tanto para determinar independencia entre variables, como homogeneidad
entre poblaciones (igual proporcién de una determinada caracteristica). Para ello, describimos el proceso
metodoldgico en el caso de independencia entre variables, que en la practica, y aunque conceptualmente
son casos diferentes, es el mismo también para la homogeneidad entre poblaciones.

Por tablas de contingencia se entiende aquellas tablas de doble entrada donde se realiza una clasifi-
cacién de la muestra de acuerdo a un doble criterio de clasificaciéon. Por ejemplo, la clasificaciéon de unos
individuos de acuerdo a su sexo y su grupo sanguineo crearia una tabla donde cada celda de la tabla rep-
resentaria la frecuencia bivariante de las caracteristicas correspondientes a su fila y columna (por ejemplo
mujeres de grupo sanguineo A). Si se toma una muestra aleatoria de tamafio n en la que se miden ambas
variables y se representan las frecuencias de los pares observados en una tabla bidimensional, tenemos:

X/Y Yi
xZ; Tlij n;
nj n
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Donde n;; es la frecuencia absoluta del par (z;,y;), n; es la frecuencia marginal de la modalidad z; y n;
es la frecuencia marginal de la modalidad y;. Dichas frecuencias aparecen en los mérgenes de la tabla
de contingencia sumando las frecuencias por filas y columnas, y por ello se conocen como frecuencias
marginales.

Siguiendo un procedimiento parecido al del apartado anterior, se comparan las frecuencias obser-
vadas en la muestra (frecuencias reales) con las frecuencias esperadas (frecuencias tedricas). Para ello,
calculamos la probabilidad de cada casilla de la tabla teniendo en cuenta que si ambas variables son in-
dependientes la probabilidad de cada celda surge como un producto de probabilidades (probabilidad de
la interseccién de dos sucesos independientes) p;; = p;p; = %2—] De este modo, obtenemos la frecuencia
esperada como:

By = npyy = 0 T
nn n

Y con ello se calcula el estadistico de la Chi-cuadrado de Pearson:

s~ 0y — Ey)?
N

En el caso de que X e Y fuesen independientes, este estadistico presenta una distribucién Chi-cuadrado
con (f —1)(c — 1) grados de libertad, donde f es el ntimero de filas de la tabla de contingencia y ¢
el nimero de columnas. Un valor del estadistico Chi-cuadrado grande indica que las distribuciones de
las frecuencias observadas y esperadas son bastantes diferentes, y por lo tanto falta de independencia;
mientras que un valor pequeno del estadistico indica que hay poca diferencia entre ellas, lo cual nos
indica que son independientes.

Este test es adecuado si las frecuencias esperadas para cada celda valen como minimo 1 y no mas de
un 20 % de ellas tienen frecuencias esperadas menores que 5. En el caso de una tabla 2x2, estas cifras
se alcanzan sélo cuando ninguna frecuencia esperada es menor que 5. Si esto no se cumple, puede, entre
otras, utilizarse una prueba para pequenas muestras llamada prueba exacta de Fisher.

1.3 Test Exacto de Fisher

Este test se puede utilizar cuando no se cumplan las condiciones necesarias para aplicar el test de la
Chi cuadrado (més de un 20 % de las frecuencias esperadas para cada celda son menores que 5). Aunque,
dada la gran cantidad de calculos necesarios para llegar al resultado final del test, los programas de
Estadistica sélo lo calculaban para tablas de contingencia 2x2.

El test Exacto de Fisher estd basado en la distribucién exacta de los datos y no en aproximaciones
asintéticas, y presupone que los marginales de la tabla de contingencia estan fijos. El procedimiento
para su céalculo consiste en evaluar la probabilidad asociada, bajo el supuesto de independencia, a todas
las tablas que se pueden formar con los mismos totales marginales que los datos observados y variando
las frecuencias de cada casilla para contemplar todas las situaciones en las que hay un desequilibrio de
proporciones tan grande o mas que en la tabla analizada. Para el calculo de la probabilidad asociada a
cada tabla se utiliza la funcién de probabilidad de una variable discreta hipergeométrica.

Aunque generalmente el test Exacto de Fisher es méas conservador que la Chi cuadrado (resulta més
complicado que detecte diferencias estadisticamente significativas entre las proporciones), no obstante
tiene la ventaja de que se puede aplicar sin ninguna restriccién en las frecuencias de las casillas de la
tabla de contingencia.

1.4 Test de McNemar para datos emparejados

Hasta ahora hemos supuesto que las muestras a comparar eran independientes, es decir dos grupos
diferentes en los que se habia mirado una determinada caracteristica. Por lo tanto, hemos realizado
comparaciones de proporciones de individuos que presentan una determinada caracteristica en dos grupos
distintos, pero también nos podemos plantear comparar la proporcién de individuos que presentan esa
caracteristica en un mismo grupo de individuos pero analizados en dos momentos diferentes. En este
altimo caso se habla comparacion de proporciones en datos emparejados, pareados o apareados.

Por ejemplo, si queremos ver si existen o no diferencias en la mejora de los sintomas de una determi-
nada enfermedad, y para ello aplicamos dos fairmacos distintos a un grupo de individuos en dos momentos
diferentes en los que hayan contraido la misma enfermedad. En este caso, podria pensarse que resultaria
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adecuado aplicar tanto la chi cuadrado como el test exacto de Fisher para determinar si existe diferencias
entre ambos farmacos en la proporcién de pacientes curados, pero aqui hay una diferencia fundamental
con los casos anteriores y es que solo tenemos un grupo de pacientes y no dos. En este tipo de estudios
se reduce considerablemente la variabilidad aleatoria, ya que es un mismo individuo el que se somete
a los dos tratamientos, y el que manifieste mejoria en los sintomas no dependera de otros factores tan
importantes como, por ejemplo, la edad, el sexo o el tipo de alimentacién, que pueden influir pero que
tal vez no se controlen adecuadamente en un diseno de grupos independientes. Al reducir la variabilidad
aleatoria mediante datos emparejados, pequenas diferencias entre las proporciones pueden llegar a ser
significativas, incluso con tamanos muestrales pequenos, lo cual se traduce en que este tipo de disenos
del experimento resultan mas eficientes a la hora de obtener resultados estadisticamente significativos.

No obstante, nuevos disenos implican nuevas formas de tratar los datos, y el procedimiento mas
adecuado es el que se utiliza en el test de McNemar para datos emparejados. Para su aplicaciéon en
nuestro ejemplo, se deberia construir una tabla con 4 casillas en las que se contabilicen: las personas que
han obtenido una mejoria de los sintomas con los dos farmacos, los que han obtenido con el primero y
no con el segundo, los que han obtenido con el segundo y no con el primero y los que no han obtenido
mejoria con ninguno.

Mejoria con 1° \ Mejorfa con 2° Si No Totales
Si a b a+b
No c d c+d
Totales a+c|b+d|n=a+b+c+d

Con ello, la proporcién muestral de pacientes que han experimentado mejoria con el medicamento 1
vale: p1 = (a+0b)/n, e igualmente con el 2: p» = (a+c¢)/n, y podemos plantear el contraste cuya hipdtesis
nula es que no hay diferencia de proporciones poblacionales entre ambos medicamentos: Hy : p1 = ps,
que puede realizarse sin mas que tener en cuenta el oportuno intervalo de confianza para la diferencia de
proporciones, o también que, en el supuesto de igualdad de proporciones:

bc tadisti i distribucié I tipificad
= 7z = ————, es un estadistico que sigue una distribucién normal tipificada.
Vb+c d & p
(b—o)’ - . s .
2= e es un estadistico que sigue una distribucion Chi-cuadrado con un grado de libertad.
c

Con cualquiera de ellos, se podria calcular el p-valor del contraste.
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2 Ejercicios resueltos

1. Dadas dos parejas de genes Aa y Bb, la descendencia del cruce efectuado segun las leyes de Mendel,
debe estar compuesto del siguiente modo:

Fenotipo Frecuencias Relativas

AB 9/16 = 0,5625
Ab 3/16 = 0,1875
aB 3/16 = 0,1875
ab 1/16 = 0,0625

Elegidos 300 individuos al azar de cierta poblacién, se observa la siguiente distribucién de frecuencias:

Fenotipo Frecuencias Observadas

AB 165
Ab 47
aB 67
ab 21

Se pide

a) Crear un conjunto de datos con las variables probabilidad_teorica y frecuencia_observada.

b) Comprobar si esta muestra cumple las leyes de Mendel.
Indicacién

1) Seleccionar el menid Teaching—Pruebas no paramétricas—Test Chi-cuadrado de bondad de ajuste.

2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable frecuencia_observada en el campo Frecuencia

observada, seleccionar la variable probabilidad_teorica en el campo Probabilidad teérica, y hacer click
en el botén Aceptar.

¢) A la vista de los resultados del contraste, ;se puede aceptar que se cumplen las leyes de Mendel
en los individuos de dicha poblacién?

2. En un estudio sobre ulceras pépticas se determiné el grupo sanguineo de 1655 pacientes ulcerosos y
10000 controles, los datos fueron:

@) A B | AB
Paciente 911 579 | 124 | 41
Controles | 4578 | 4219 | 890 | 313

a) Crear un conjunto de datos con las variables grupo.sanguineo y ulcera.

b) Realizar el contraste Chi-cuadrado para ver si la dlcera péptica depende del grupo sanguineo.
Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Pruebas no paramétricas—Test Chi-cuadrado de independencia.
2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable ulcera en el campo Variable dependiente,

seleccionar la variable grupo.sanguineo en el campo Variable independiente, y hacer click en el botén
Aceptar.

¢) A la vista de los resultados del contraste, jexiste alguna relacién entre el grupo sanguineo y la

tlcera péptica?, es decir, jse puede concluir que la proporcion de pacientes y de controles es
diferente dependiendo del grupo sanguineo?
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3. Mitchell et al. (1976, Annals of Human Biology), partiendo de una muestra de 478 individuos, estudi-
aron la distribucién de los grupos sanguineos en varias regiones del sur-oeste de Escocia, obteniendo
los resultados que se muestran:

Eskdale | Annandale | Nithsdale
A 33 54 98 185
B 6 14 35 55
O 56 52 115 223
AB 5 5 5 15
100 125 253 478

a) Crear un conjunto de datos con las variables grupo.sanguineo y region.
b) Realizar el contraste Chi-cuadrado para ver si el grupo sanguineo depende de la regién.

Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching—Pruebas no paramétricas—Test Chi-cuadrado de independencia.

2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable grupo.sanguineo en el campo Variable
dependiente, seleccionar la variable region en el campo Variable independiente, y hacer click en el
botén Aceptar.

¢) En vista de los resultados del contraste, jse distribuyen los grupos sanguineos de igual manera
en las diferentes regiones?

4. En un estudio para saber si el hdbito de fumar estd relacionado con el sexo, se ha preguntado a 26
personas. De los 9 hombres consultados 2 respondieron que fumaban, mientras que de las 17 mujeres
consultadas, 6 fumaban. ;Podemos afirmar que existe relacién entre ambas variables?

a) Crear un conjunto de datos con las variables sexo y fuma.
b) Realizar el contraste Chi-cuadrado para ver si fumar depende del sexo.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Pruebas no paramétricas—Test Chi-cuadrado de independencia.

2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable fuma en el campo Variable dependiente,
seleccionar la variable sexo en el campo Variable independiente.

3) En la solapa Opciones del contraste seleccionar Test exacto de Fisher, y hacer click en el botén
Aceptar.

¢) En vista de los resultados del contraste, jse distribuyen los fumadores de igual manera en ambos
sexos?
Indicacién
En este caso el procedimiento a seguir es igual que para la Chi cuadrado, pero vemos que ahora no se cumplen
las condiciones para poder aplicar esta prueba, ya que el nimero de hombres fumadores es menor que 5, y

por eso nos tendremos que fijar en el p-valor del test exacto de Fisher, que si podemos aplicar, teniendo en
cuenta si estamos realizando un contraste bilateral o unilateral.

5. Para probar la eficacia de dos farmacos diferentes contra las migranas, se seleccionaron a 20 personas
que padecian migranas habitualmente, y se les di6 a tomar a cada uno los fairmacos en momentos
diferentes. Luego se les pregunté si habian obtenido mejoria o no con el farmaco tomado. Los resultados
fueron los siguientes:

Farmaco 1 | Si
Farmaco 2 | No | No

Farmaco 1 i
Farmaco2 | Si | No | Si | No | No | Si | No
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a) Crear un conjunto de datos con las variables mejora.farmacol, y mejora.farmaco2.

b) Realizar el contraste Chi-cuadrado para ver si fumar depende del sexo.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching—Pruebas no paramétricas—Test Chi-cuadrado de independencia.
2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable mejora.farmacol en el campo Variable
dependiente, seleccionar la variable mejora.farmaco?2 en el campo Variable independiente.

3) En lasolapa Opciones del contraste seleccionar Test de McNemar para datos pareados,y hacer click
en el botén Aceptar.

¢) En vista de los resultados del contraste, jpodemos afirmar que existen diferencias significativas
entre los dos farmacos?

3 Ejercicios propuestos

1. Supongamos que queremos comprobar si un dado estd bien equilibrado o no. Lo lanzamos 1200 veces,
y obtenemos los siguientes resultados:

Numero Frecuencias de aparicién
1 120

275

95

310

85

315

ST W N

a) A la vista de los resultados, jse puede aceptar que el dado estd bien equilibrado?

b) Nos dicen que, en este dado, los niimeros pares aparecen con una frecuencias 3 veces superior a
la de los impares. Contrastar dicha hipdtesis.

2. Se realiza un estudio en una poblacién de pacientes criticos hipotéticos y se observan, entre otras, dos
variables, la evolucién (si sobreviven SV o no NV) y la presencia o ausencia de coma, al ingreso. Se
obtienen los siguientes resultados:

No coma | Coma
SV 484 37 521
NV 118 89 207
602 126 728

Nos preguntamos: jes el coma al ingreso un factor de riesgo para la mortalidad?

3. La recuperacién producida por dos tratamientos distintos A y B, se clasifican en tres categorias:
muy buena, buena y mala. Se administra el tratamiento A a 32 pacientes y el B a otros 28. De las
22 recuperaciones muy buenas, 10 corresponden al tratamiento A; de las 24 recuperaciones buenas,
14 corresponden al tratamiento A y de las 14 que tienen una mala recuperacion, 8 corresponden al
tratamiento A. jSon igualmente efectivos ambos tratamientos para la recuperacién de los pacientes?

4. Para contrastar la hipdtesis de que las mujeres tienen mas éxito en sus estudios que los hombres, se
ha tomado una muestra de 10 chicos y otra de 10 chicas que han sido examinados por un profesor que
aprueba siempre al 40 % de los alumnos presentados a examen. Teniendo en cuenta que sélo aprobaron
2 chicos, utiliza el test de hipétesis méds adecuado para decidir si la citada hipétesis es cierta.

5. Se ha preguntado a los 150 alumnos de un curso, si estaban de acuerdo o no, con la metodologia de
ensenanza de dos profesores distintos que les han dado clase en la asignatura de bioestadistica. Los
resultados se recogen en la siguiente tabla:
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Profesor 1 \ Profesor 2

UNIVERSIDAD SAN PaBLO CEU

Opinién favorable

Opinién desfavorable

Opinién favorable

37

48

Opinién desfavorable

44

21

;Podemos afirmar que existe diferente opinién por parte de los alumnos, sobre los dos profesores?
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Analisis de Concordancia

1 Fundamentos teoricos

1.1 Introduccién

La medicién es un proceso que aparece siempre tanto en la practica como en la investigacién clinica.
Hay variables que son sencillas de medir, como puede ser el peso, pero hay otras que conllevan cierto
grado de subjetividad, como la intensidad del dolor, que hacen especialmente dificil su medicién. En
cualquier caso, el proceso de medicién lleva asociado algin grado de error. Existen factores asociados
a los individuos, al observador o al instrumento de medida que pueden influir en los resultados de las
mediciones. Se denomina validez de una medicion a la capacidad de poder medir lo que realmente se quiere
medir mientras que se denomina fiabilidad o reproducibilidad de una medicién a la capacidad de poder
obtener un mismo valor cuando la medicién se realiza sobre la misma muestra en mas de una ocasién
en condiciones similares. Los términos concordancia y acuerdo son sinénimos de reproducibilidad. En los
estudios que tratan de evaluar la validez de una medida se comparan sus resultados con los obtenidos
mediante una prueba de referencia (gold standard) que se sabe vélida y fiable. Cuando se trata de estudiar
la fiabilidad de una medicion, se repite el proceso de medida para evaluar la concordancia obtenida entre
las diferentes mediciones. En un estudio de la fiabilidad pueden valorarse los siguientes aspectos:

Concordancia intraobservador: tiene por objetivo evaluar el grado de coincidencia de las mediciones
efectuadas por un mismo observador en las mismas condiciones.

Concordancia interobservador: tiene por objetivo evaluar el grado de coincidencia de las mediciones
efectuadas por dos observadores en un mismo individuo.

Concordancia entre métodos de medicién: tiene por objetivo evaluar el grado de coincidencia de
las mediciones efectuadas con diferentes métodos de medida.

La concordancia entre mediciones es de gran interés en la practica clinica. Las técnicas de andlisis de
la concordancia dependen del tipo de variable a estudiar. En el caso de variables cuantitativas se utiliza
habitualmente el coeficiente de correlacién intraclase, mientras que en el caso de variables cualitativas el
estadistico méas utilizado es el indice kappa.

1.2 AnaAlisis de la Concordancia entre dos Variables Cuantitativas

En la investigacién clinica resulta muy frecuente la evaluacion de la fiabilidad, o concordancia, de las
medidas realizadas, pudiéndose distinguir entre dos tipos de situaciones diferentes:

= Aquellas en las que se determina la concordancia en los resultados cuando se repite la medicién
con el mismo instrumento en condiciones idénticas.

= Aquellas en las que se determina hasta qué punto los resultados obtenidos con diferentes instru-
mentos de medida, o con diferentes observadores, concuerdan.

Por ejemplo, podriamos plantearnos el acuerdo entre las medidas de la presién arterial sistdlica,
tomadas en los mismos pacientes y en idénticas condiciones (también por el mismo observador), excepto
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que una de las medidas se ha hecho con el tensiémetro habitual y la otra con un tensiémetro electrénico
de muiieca.

Para analizar la concordancia entre este tipo de variables numéricas, muy a menudo se ha utilizado r, el
coeficiente de correlacién de Pearson, pero no resulta un indice adecuado ya que dos instrumentos pueden
medir sistematicamente cantidades diferentes uno del otro, y sin embargo la correlaciéon podria incluso
ser perfecta. Por ejemplo, supongamos que la medida del tensiémetro de muneca es sistematicamente
10mmH g inferior a la obtenida con el tensiémetro habitual. De esta forma, si llamamos y a la medida del
tensiémetro de muneca y x a la del habitual, ambas expresadas en mmH g, concluiremos que y = z — 10
con una correlacién lineal perfecta (r = 1); sin embargo, evidentemente, la concordancia entre ambos
métodos de medida deja bastante que desear. En definitiva, el coeficiente de correlacién lineal mide la
intensidad de la asociacién lineal pero no proporciona informacién sobre el nivel de acuerdo entre las
medidas.

El indice estadistico que permite cuantificar el acuerdo entre variables numéricas es el Coeficiente de
Correlacion Intraclase (CCI ), cuyo calculo se basa en un Anélisis de la Varianza (ANOVA) en el que se
tiene en cuenta que la variabilidad total de los datos puede dividirse en tres componentes:

= La variabilidad debida a las diferencias entre los distintos pacientes: P.
= La debida a las diferencias entre observadores o métodos de observacién: O.
» La residual aleatoria inherente a toda medicién: R.

A partir de ello, se define el CCI como el cociente entre la variabilidad debida a los pacientes y la

variabilidad total:
P

P+O+FR

El valor del CC1I siempre se encuentra entre 0 y 1, de tal forma que si la variabilidad debida al
observador (o método de observacién), junto con la residual, son muy pequenas, el CCI serd muy
préximo a 1, y la concordancia entre las medidas muy buena. Por el contrario, si la variabilidad entre
los pacientes es muy pequena comparada con la que introduce el observador, el CCI serd muy proximo
a 0 y la concordancia mala o muy mala.

Generalmente, para delimitar entre qué valores del CCI podemos considerar que la concordancia es
muy buena, buena, moderada, mediocre o mala, se utiliza la siguiente tabla:

cCl =

| Valor de CC1T | Fuerza de la Concordancia |

cCcl>09 Muy buena
0,7<CCI<0,9 Buena
0,6 <CCI<0,7 Moderada
0,3<CCI<0,5 Mediocre

CcCcI <0,3 Mala o nula

La tabla anterior nos indica el grado de bondad estadistico de la concordancia, pero para establecer si
una concordancia es clinicamente buena, la respuesta no la puede dar la tabla, sino la experiencia previa
del experimentador, que es quien marca el valor del CCI que considera necesario.

1.3 Analisis de la Concordancia entre dos Variables Cualitativas

La existencia o no de relacién entre variables cualitativas se apoya, habitualmente, en el contraste de
Chi Cuadrado (o similares); no obstante, como ya ocurria con las variables cuantitativas, la existencia
de relacién no implica concordancia.

Para entender cémo se cuantifica la concordancia entre variables cualitativas, supongamos que ten-
emos, por ejemplo, dos médicos diferentes que observan a los mismos 100 pacientes, y los diagnostican
como enfermos o sanos, con los resultados que aparecen en la siguiente tabla de contingencia:

Médico 1 \ Médico 2 | Enfermos | Sanos | Totales
Enfermos 8 12 20
Sanos 17 63 80
Totales 25 75 100
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Evidentemente, la concordancia en el diagndstico seria tanto mejor cuantos mas pacientes se situasen
en las casillas en que coinciden los diagnésticos de los dos médicos y menos en las casillas en que los
diagndsticos son diferentes. Si como criterio de concordancia simplemente nos fijiramos en la proporcion
de diagndsticos coincidentes, tendriamos 71 pacientes de un total de 100, es decir un 71 % de acuerdo.
No obstante lo anterior, simplemente por azar cabria esperar que, en la casilla correspondiente a un
diagnostico de enfermo por parte de los dos médicos, hubiese una frecuencia esperada de 5 pacientes
(25 % 20/100), y en la casilla correspondiente a un diagnéstico de sano por parte de ambos médicos
60 (75 % 80/100). Por lo tanto, simplemente por azar se hubiesen producido 65 coincidencias (un 65 %
de acuerdo), con lo cual sélo se han logrado 6 coincidencias més de las que cabria esperar por azar.
Dividiendo esas 6 coincidencias entre las 35 que se hubiesen podido dar como méximo sin tener en
cuenta el azar, obtenemos un porcentaje del 17,1 %, que, ahora s{ que cuantifica la concordancia sin
tener en cuenta el azar, y que en nada se parece al 71 % de acuerdo que parecia deducirse de los datos
originales.

El ejemplo anterior pone de manifiesto la discrepancia tan grande que puede haber entre la proporcién
o porcentaje de observaciones concordantes P,, también llamada concordancia simple, y la proporciéon o
porcentaje de concordancia mas alla del azar, que es precisamente lo que cuantifica el indice Kappa de
Cohen, k . Para el célculo de k se utiliza la expresion:

Po*Pe
R=———"—7
1-P°

Donde P, es la proporcién de observaciones concordantes, y P. es la proporcién de observaciones
concordantes simplemente por azar, suponiendo independientes las dos variables que cruzamos en la
tabla de contingencia.

Sin més que sustituir en la férmula las proporciones del ejemplo anterior, comprobamos como el indice
K tiene un valor de 0,171:

Para interpretar los valores del indice Kappa « se suele utilizar la siguiente tabla:

| Valor de & | Fuerza de la Concordancia |

k>0,8 Muy buena
0,6 <k<08 Buena
04< k<06 Moderada
02<k<04 Mediocre

Kk <0,2 Mala o nula

Por lo tanto el indice Kappa k obtenido indica que la concordancia del diagndstico entre ambos
médicos es mala.
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2 Ejercicios resueltos

1. Se ha medido la presién arterial sistélica en un grupo de 20 pacientes con el tensiémetro habitual y
con un tensiémetro de muneca, obteniéndose los siguientes resultados:

Tensiémetro  Tensidmetro Tensiémetro  Tensidmetro
habitual de muneca habitual de muneca

112 124 133 126
124 116 115 121
96 88 104 98

106 110 86 94

138 144 93 102
155 150 144 132
86 82 125 120
126 118 112 104
114 120 108 108
92 97 98 98

Se pide

a) Crear un conjunto de datos con las varaibles tens.habitual y tens.mufieca.

b) Calcular el coeficiente de correlacién intraclase e interpretar el resultado.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Teaching— Concordancia—Coeficiente de correlacién intraclase.

2) Seleccionar las variables tens.habitual en el campo Primera medida, la variabletens.mufieca en el campo
Segunda medida y hacer click en el botén Aceptar.

El coeficiente de correlacién intraclase aparece en la fila ICC1 y vale 0,93, lo que indica que el nivel de
concordancia entre las medidas de la presién arterial obtenidas con el tensiémetro habitual y con el de muneca
es muy buena.

2. Se entregaron a dos radidlogos A y B un conjunto de radiografias de térax de pacientes oncolégicos,
para que informaban si presentaban metdstasis en los pulmones o no. Ambos radiélogos analizaron
todas las radiografias y cada uno de ellos emiti6 su informe, indicando en cudles de ellas se apreciaban
metdstasis y en cudles no. Como resultado de dichos informes hubo 32 radiografias en que ambos
radi6logos apreciaron metdastasis, 68 radiografias en que ninguno las aprecid, 6 radiografias en que el
radiélogo A las aprecié y el B no, y 10 en que el B las aprecié y el A no.

a) Crear un conjunto de datos con las variables radiologoA y radiologoB.

Indicacién
1) Seleccionar el menu Teaching— Concordancia—Kappa de Cohen.

2) Seleccionar las variables radiologoA en el campo Primera medida, la variable radiologoB en el campo
Segunda medida y hacer click en el botén Aceptar.

El valor del indice de Kappa obtenido es 0,7 por lo que la concordancia es buena.
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3 Ejercicios propuestos

1. Se ha medido la concentracion de acido tdrico en sangre en un grupo de diez pacientes con el equipo
tradicional y con un equipo nuevo, obteniéndose los siguientes resultados, expresados en mg./dl.:

Tradicional Nuevo

5.4 5,8
6,2 6,9
3,7 3.4
7.6 6,4
45 4,5
3.8 4.4
5,2 5,8
4,7 5,6
4,9 4,2
5,5 6,8

Se desea:

a) Calcular el coeficiente de correlacién intraclase e interpretarlo en términos de concordancia de
las medidas de la concentracién de acido drico en sangre obtenidas con ambos equipos.

b) Dibujar el diagrama de dispersion, en el que aparezca la recta de regresién de las concentraciones
de acido trico obtenidas con el equipo nuevo sobre las obtenidas con el equipo tradicional, y
la recta de regresién que se obtendria si el equipo nuevo siempre diera un resultado 0,8mg/dl
superior al que proporciona el equipo tradicional.

2. Se plantean a un grupo de personas dos tests A y B para determinar si su régimen alimenticio es
adecuado o no. Como resultado de los test hubo 72 personas cuyo régimen alimenticio evaluado con
ambos tests resulté adecuado, 34 personas en que con ninguno de los tests resulté adecuado, 12
personas cuyo régimen era adecuado segun el test A pero no segun el test B y 10 personas cuyo
régimen era adecuado segun el test B pero no segun el test A. Se pide:

a) Obtener la tabla de contingencia correspondiente a los resultados obtenidos con ambos tests.

b) ;Hay mucha coincidencia entre los resultados obtenidos con ambos tests? Calcular el indice de
Kappa y contestar a partir del resultado obtenido.
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